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HAUPTAUFSATZE 


Das Verhalten der Kennziffern von Holzluftschrauben 
bei Umfangsgeschwindigkeiten bis 280 m sec. 


Von F. WEINIG in Charlottenburg. 
Aus dem Institut für technische Strömungsforschung, Technische Hochschule Berlin. 


Uebersicht: Aus den bisherigen Erfahrungen ergibt sich, daß der Wirkungsgrad 
von Luftsehrauben mit zunehmender Umfangsgeschwindigkeit sehr nachläßt. Auf 
Grund der Auswertung von Prüfstandversuchen sind «quantitative Grundlagen für 
die Abschätzung dieser Einflüsse zu gewinnen. Die Wirkungen, die dieses Ver- 
halten auf die Entwieklung der Flugmotoren und Flugzeuge hatte, werden dargelegt. 


I. Die Verschiedenheit der Ursachen der Einflüsse der Umfangsgeschwin- 
digkeit auf Leistungsaufnahme und Wirkungsgrad der luftschraube. 


Daß mit zunehmender Umfangsgeschwindigkeit der Wirkungsgrad der Luftschrauben 
immer schlechter wird, ist eine bekannte Tatsache; welchen Einfluß die Umfangsgeschwin- 
digkeit aber wirklich hat, darüber weiß man im allgemeinen sehr wenig. Im Hinblick 
auf die Entwicklungsmöglichkeiten der Flugzeuge und auf die Entwicklungsnotwendigkeiten 
der Flugmotoren ist dies sicher ein Mangel. Und doch kann man schon recht gute Einblicke 
in das Verhalten der Luftschrauben mit zunehmender Umfangsgeschwindigkeit erlangen, 
wenn man die seit langem üblichen Prüfstandsversuche in geeigneter Weise auswertet. 


Eine eingehendere Ueberlegung zeigt, daß 
die Zähigkeit der Luft, 
2. die Vergrößerung des Luftschraubendurchmessers durch die Zentrifugalkräfte, 


') Die hier mitgeteilten Ergebnisse wurden im VER während der infolge durch Etats- 
kürzungen bedingten Abbaumaßnahmen nur 4 Monate (1. 2. 29 bis 31. 5. 29) dauernden Tätigkeit des 


Verfassers bei der Deutschen Luft-Hansa A.-G. gewonnen. S!e können keinen Anspruch auf Endgültigkeit 
besitzen, sondern sollen vielmehr eine Anregung zu weiterer Arbeit sein. Ein Vordringen in Gebiete 
wesentlich höherer Umfangsgeschwindigkeit ist mit den zurzeit in Deutschland vorhandenen Propeller- 
versuchsständen allerdings kaum zu erwarten. Die im Auslande gewonnenen Ergebnisse dagegen sind 
bisher recht unübersichtlich und scheinen dem Verfasser zurzeit auch noch zum Teil widersprechend 
und nicht völlig einwandfrei, 
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3. die Veränderung des AÄnstellwinkels der einzelnen Flügelblattelemente unter 
der Verdrillung durch die Momente der Luftkräfte, 
ı. die Kompressibilität der Luft bei Annäherung oder gar Ueberschreitung der 
Schallgeschwindigkeit 
Kinflüsse haben können; doch ergibt sich sehr bald, daß die ersten beiden Einflüsse bei 
den üblichen und selbst bei höheren Umfangsgeschwindigkeiten nur gering sind und auch 
der dritte bei genügend kräftiger Konstruktion der Flügelblätter ohne Bedeutung ist. 

Anders ist dies mit den Wirkungen der bei der Annäherung der Umfangsgeschwin- 
diekeit an die Schallgeschwindigkeit immer mehr zur Geltung kommenden Aenderungen 
der thermodynamischen und strömungsphysikalischen Eigenschaften der Luft. Dieser 
Kinfluß ist ganz bedeutend und kann sich in zweifacher Weise äußern. 

Einmal ist es möglich, daß die bei Annäherung an die Schallgeschwindigkeit als 
stark kompressibel zu betrachtende Luft im wesentlichen noch ungefähr die gleichen 
Stromlinien besitzt wie bei geringeren Geschwindigkeiten und die auftretenden zusätz- 
lichen Verluste hauptsächlich nur thermodynamischer Art sind. Man weiß ja aus den 
Lehren der Thermodynamik, daß selbst in einem idealen Gase die Umsetzung kinetischer 
Energie in Druckenergie im Bereiche der Schallgeschwindigkeit infolge eines sogenannten 
Schallstoßes oder unterhalb derselben wegen der infolge der Wärmeleitfähigkeit nicht 
adiabatischen Zustandsänderungen mit unvermeidlichen Verlusten verknüpft ist. Diese 
Verluste treten insbesondere an der Eintrittskante, also in der Nähe des vorderen Stau- 
punktes auf. Aber auch am Profile selbst treten bekanntlich Uebergeschwindigkeiten 
auf, so daß im weiteren Verlauf der Strömung nochmals Geschwindigkeitsenergie in Druck- 
energie umgesetzt werden muß. 

Eine weitere Möglichkeit zu Verlusten bei Annäherung an die Schallgeschwindigkeit 
besteht darin, daß durch eine größere Aenderung des wesentlichen Strömungsverlaufes 
selbst ein Abreißen der Strömung eintreten kann. Dies hätte aber neben den thermo- 
dynamischen noch zusätzliche Wirbelverluste im Gefolge. 

Während die ersteren Verluste aber prinzipieller Natur sind und in ihrer Größe 
durch vorsichtige Ausbildung höchstens in einen um ein weniges größeren Bereich der 
Umfangrgeschwindigkeit verschoben werden können, sind die letzteren durch geschickte 
Wahl der Profile wahrscheinlich in weitem Maße zu vermeiden. 

Tatsächlich zeigen nun die bei Durchführung dieser Arbeit untersuchten Luft- 
schrauben wenigstens hinsichtlich ihrer Schubziffer ein verschiedenes Verhalten, so daß 
offenbar beide Arten der genannten Verluste wirklich vorkommen. Bei den meisten, in 
dieser Hinsicht als gut zu bezeichnenden Luftschrauben nimmt die Schubziffer mit wach- 
sender Umfangsgeschwindigkeit etwas zu, bei einigen aber, die dann deshalb als schlecht 
bezeichnet werden müssen, tritt ein starker Abfall ein. Hinsichtlich der Drehmomentziffer 
war ein solch verschiedenes Verhalten den Versuchen nicht mit Sicherheit zu entnehmen. 

Bevor wir aber auf diese Verluste durch Annäherung der Umfangsgeschwindigkeit 
an die Schallgeschwindigkeit eingehen, wollen wir uns über die Größe der Einflüsse der 
als weniger wichtig angenommenen andern Umstände klar werden. 


II. Die Abschätzung des Einflusses der Zähigkeit der Luft und der 
Festigkeitseigenschaften der Luftschraube. 


1. Der Einfluß der Zähigkeit. Für den Einfluß der Zähigkeit ist die Reynolds- 
sche Aehnlichkeitszahl Ta maßgebend. Arbeitet der Propeller in zunächst nicht 
turbulenter Luft, was bei Zugpropellern immer der Fall ist, so ist der Reibungswiderstand 
dW, eines Blattelementes 2-?-dr, der von der Zähigkeit in erster Linie abhängig ist, durch 


dAW,= 0/2-2tdr'c,(R)-w” 
gegeben, wobei entsprechend den neuesten Forschungsergebnissen (Prandtl, Ergebnisse 
der aerod. Versuchsanstalt, Göttingen, III. Liefer. und Kempf, W.R.H. 1929) 
c, (RK) = 0,072 R-%? — 1700/R + 0,0006 (Abb. 1) 
bei in technischem Sinne glatten Oberflächen gesetzt werden kann. Das zweite Glied 
dieser Formel berücksichtigt die laminare Anlaufzone. Die Formel gilt nur oberhalb der 
kritischen Reynoldsschen Zabl R > Rkrit= 450000. Für Arbeiten in turbulenter Luft, 


wie bei Druckpropellern, wird das zweite Glied wesentlich kleiner und verschwindet 
unter Umständen überhaupt. 
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Als Längendimension / ist in unserer Anwendung die Blattiefe {, als Geschwindig- 
keit © die wahre Anströmgeschwindigkeit «© zu setzen. » ist die kinematische Zähigkeit 
der Luft. Da nun für die äußeren Teile der Schrauben, insbesondere für die hier be- 
sonders interessierenden schnelläufigen Schrauben mit kleinem Steigungsverhältnis Ah/d, 
die wahre Anströmgeschwindigkeit © nur unbedeutend größer als die Umfangsgeschwin- 
digkeit vu wird und da auch gerade die äußeren Teile den größten Beitrag zum Gesamt- 
verlust bringen, so setzen wir zur Vereinfachung 

Gi er 
in unsere Rechnung ein. 

Für die gesamte Reibungsleistung der ; Propellerfiügel erhalten wir dann näherungs- 
weise 


a 


L,-=3'0:0 rd: t°0,(R)dr. 
Ö 
Zar Abschätzung dieses Integrals benutzen wir einen Mittelwert von 2? und von ? und 


zwar benutzen wir entsprechend dem Schwerpunkt einer r’- dr-Fläche die Werte von 2 
und £, die sie für r— 0,75 r. annehmen. Damit ergibt sich 


4 
L,;,=3'0'0°.t.°C, (Bm) = 
Dieser Leistung entspricht als Drehmoment der Reibungskräfte 
> 
M =3,.P- o*#,. C; (R,) - ° 
4 


Die entsprechende Drehmomentverlustzifier ist 
Mr = 5° In 


2 


0, (Rn) = U 6, (BR), 
nd 
Hiermit ist übrigens eine ziemlich einfache Formel zur überschlägigen Abschätzung der 
Reibungsverluste in einem Propeller gewonnen. 
Für übliche Propeller ist das Blattbreitenverhältnis, die Flügelzahl und der Reibungs- 
beiwert 


le zu 


0/2 10° u 2nTu 


UE” ’hs > Yu, gu 2 4, c, (R) = 0,002 -—- 0,003, 
so daß sich 
la, = 0,000085 -- 0,0004 

ergibt. 

Die gesamten Drehmomentziiiern der Luftschrauben bewegen sich im allgemeinen 
zwischen 

kı> 0,002 - 0,015, 

so daß also, da die kleinen X. Werte meist auch den kleinen %k. Werten entsprechen und 
die großen einander ähnlich zugeordnet sind, die Reibungsverluste im allgemeinen etwa 
3—5°/, der Gesamtleistung und entsprechend vom Schub ausmachen. 

Die Veränderung dieses an 
sich geringen Anteils durch Ver- vr h 
größerung der Umfangsgeschwin- | on 
digkeit selbst erfolgt im gleichen a 
Maße, wie sich c, (R) ändert. Eine 4; 
Vergrößerung der Umfangsge- 7\ 
schwindigkeit hat aber bei den 


praktisch wichtigen Reynolds- | 
schen Zahlen sogar eine Abnahme | | 








von c,(R) zur Folge, da man sich 0 7 Sao met: ze — ur —; — 
hierbei meist rechts von dem bei RAe/! R— 
etwa 2-10° liegenden Maximum von Abb. 1. Einfluß der Reibung. 


c,(R) befindet. (Vergl. Abb. 1.) 

Eine Vergrößerung der Umfangsgeschwindigkeit von 100 auf 350 m/sec hat 
höchstens eine Abnahme auf den 1,3. Teil des Reibungsverlustanteils, also eine Abnahme 
um 1—2°/, der Gesamtleistung bzw. der Drehmomentziffer und entsprechend der Schub- 
zifier zur Folge. Das wirkliche Verhalten der Luftschrauben zeigt bei großen Umfangs- 
geschwindigkeiten aber gerade eine Zunahme dieser Werte, woraus geschlossen werden 
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darf, daß die Zähigkeitseinflüsse für unsere Untersuchungen sicher nicht von ausschlag- 
gebender Bedeutung sind. 


2, Der Einfluß der $Streckung durch die Zentrifugalkräfte. Die durch die 
Zentrifugalkräfte hervorgerufene Vergrößerung des Durchmessers und die damit verbundene 
Zunabme von %k. und 4,, die auf den ursprünglichen Durchmesser bezogen werden, ist 
ebenfalls klein. Die an eirem Querschnitt / (r) im Radius r angreifende Zentrifugalkraft ist 


Z=o’:.o f(r)rdr. 


Die dort herrschende Spannurg ist dann 


«»? u 2 & 
0, == - f(r)-r-dr. 
/(r) J 
Die Streckung des Schraubenelements dr ist 
Adr—_ dd 4 
E 


Die Gesamtstreckung ist also 


so erhalten wir 


2 


u Hi . [ dy 
f 


) Ir Y)ı-y)dy. 
Ü 


Ü 
Zur Abschätzung dieses Doppelintegrals setzen wir zur Berücksichtigung des wirklichen 
@Querschnitiverlaufs 


Why, 
wobei /» den Wurzelquerschnitt bedeutet. Hiermit wird 
| N 
1-0 "d U ser \ u ol 1 1 “ 
8 | | „trDi/iy— e y— v’\ldı 
PIizIE- y-; f ar Au wat )ay, 


() v) () 


vol 1 1 
ee _. | az . 
E L2%&k+1) 3(k + 2) 


Für die gebräuchlichen Schraubenkonstruktionen kann man (in Anlehnung an den 
(Juerschnittverlauf von Körpern gleicher Biegefestigkeit) k - 2/3 setzen und erhält damit 


7 wo 
TE E 
Nun ist für Holzpropeller 
0 = 20 kg seo’/m%, E 1,9. 10° kg/m’. 


Also ergibt sich selbst für eine Umfangsgesehwindigkeit von v = 320 m/sec nur 

7102000 90 | 

E — - == 8,5 + 10”*, 

401,9: 10 
Da nun das Drehmoment mit der 5., der Schub mit der 4. Potenz des Durchmessers sich 
ändern, so ist für Ak. bzw. k, eine Zunahme um das 5 fache bzw. 4 -fache von & zu er- 
warten, also um 4,2 bzw. 3,4 °/oo ihres urspiünglichen Wertes. Im Vergleich zu den 
wirklichen Zunahmen der Drehmomentzifier bezw. der Schubziffer mit wachsender Umfangs- 
geschwindigkeit ist dies aber recht klein, so daß der Einfluß der Zentrifugalkräfte bei der 
nachfolgenden Urtersuchung ebenfalls als vernachlässigbar gelten darf. 


3. Der Einfluß der Verdrillung durch die Luftkräfte. Der Einfluß der ver- 
drillenden Luftkräfte läßt sich nicht ganz so allgemein behandeln, wie die Wirkung der 
Zähigkeits- und Zentrifugalkräfte. Wir müssen dabei immerhin einige vereinfachende 
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Annahmen machen, die zwar einigermaßen zutrefien und durch gute Konstruktion noch 
günstiger gestaltet werden können, die aber bei zu schwach oder sonst schlecht konstru- 
ierten Schrauben nicht mehr richtig sind. Wir nehmen an 
1. Blattbreite = : y”, 
2 Blattstärke ö = 6, :y", 
3. Auftriebsmomentwert -,„ — konst. (bezogen auf den Schwerpunkt des Profils), 
4. Widerstandsmoment gegen Verdrehung, etwa das einer Ellipse mit den Achsen 
! und Ö, (t f Ö), Ja u. u 5 Ö? t — 1. Ö,° to R yim r 3 n), 
Das Verdrillungsmoment im Abstande r ist 


a 


M= Cn'q+tW’-Är, 


die Verdrillung also r 
M er | 
—_ . » ./ . | . 
Ja . (> Ja 5 G / Cm fl / 


/ 


und die gesamte Verdrehung des Querschnitts r, 


V— 


m Im Ya 
Je=(Bar=| ln gtiar. 
’ J Ja'G, 
(0 Ü r 
Nun ist mit Einführung von 
yzl "Va 
der örtliche Staudruck g=eol2u’(1—y)’ 
und mit Benutzung der obigen Annahmen 
Pr 1 7 
E Oo > u? l, . ru‘ d U P , g Im 
Aa=5 c, ® G j 3,3 N En y) Y dy. 


Um u) 


Durch Integration erhalten wir 
0/2 u® tb, r.u® [ 1 Ym“ rm—on u 1 y’ rm—sn + 1 yi rm-on ] 
G 00° (1 +2m)(? +m-—3n) (i+mM)8+m—-3n) B+2m) ((+m-—3n)]' 
Für die gebräuchlichen Schraubenkonstruktionen kann man (wiederum in Anlehnung 
an die Formgebung von Trägern gleicher Biegefestigkeit) 


A KM = 4) Cn ; 


Mu ’/s, nn "a 


setzen. Als Stelle, wo man die durch die Verdrehung hervorgerufene Steigungsänderung, 
um einen brauchbaren Mittelwert zu erhalten, zweckmäßig mißt, kann r„= "/ır„ d.h. 


Yn — '/ı gelten. Hiermit wird der obige Klammerausdruck ungefähr 0,16. 
Nun ist für Holzpropeller 
0 = 90 kgsec?/m‘, G = 7,3 : 10° ke/m?. 


Weiter kann man 
C„= 0,015 (bei geschickter Konstruktion u. U. noch kleiner), 
Oo 1 do | 
A Tr 
annehmen. Mit diesen Werten wird 
Pe 50,015 45 2,2156 + 0,16 


"a, ie} 
1,0 10 


u? — 25.4: 10" u°. 


Für v« = 250 m/sec ergibt sich damit z. B. 

Ja=0,01159 = 54. 
Ist für die Schraube das Steigungsverhältnis z. B. h/d = 0,75, so ist der Steirungswintel 
inr=°/, ru mit 


h 


to a — — 0,318, a — 1738, 


Nach der Verdrehung ist der Steigungswinkel 
@a+ Ja=18°32 und tg(@«+ J«) = 0,3352. 
Die Steigung nimmt also um 5,4 °/, zu. 
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Da nun %k, und k. weniger als linear mit dem Steigungsverhältnis wachsen, so 
ergibt sich, daß für normale Belastungen und gute Schraubenkonstruktionen auch der 
Einfluß der Blattverdrehung durch die Luiftkräite bei hohen Umfangsgeschwindigkeiten 
als verhältnismäßig gering zu betrachten ist. 


4. Die Bestätigung dieser Abschätzungen aus den Versuchen. Versuche 
mit Spiegelablesuugen an rotierenden Luftschrauben haben nach Angaben von Herrn 
Dr.-Ing. Borck ebenfalls die Geringfügigkeit der Verdrehung gezeigt, dagegen ist die 
für die Leistnungsaufnahme und den Schub unwesentliche Durchbiegung unter den be- 
sonders gegen die Flügelspitzen zu großen Luftkräften oft ziemlich erheblich. 

Daß der Einfluß der Zähigkeit der Luft, der Streckung durch die Zentrifugalkräfte 
und der Verdrillung durch die Luftkräfte klein ist, ist aber nicht nur aus den eben 
durchgeführten Betrachtungen zu folgern. Auch die Prüfstandversuche selbst lassen diesen 
Schluß zu. Die ersten beiden Einflüsse müßten eine relativ ungefähr gleiche Veränderung 
von k, und k. zur Folge haben, der dritte müßte bei größerem Steigungsverhältnis eine 
größere Zunahme von k. und k, bewirken als bei kleinerem Steigungsverhältnis. Die 
Versuche ergeben aber nicht nur eine verhältnismäßig viel größere Zunahme von ku als 
von k,, sondern dies auch ganz unabhängig vom Steigungsverhältnis, so daß eben nur 
der Schluß übrig bleibt, daß die hauptsächlichen und verlustbringenden Veränderungen 
der Drehmoment- und der Schubziffer nur der Annäherung an die Schallgeschwindigkeit 
zuzuschreiben sind, so daß es zweckmäßig erscheint, die Versuchsergebnisse in Abhängig- 
keit des Verhältnisses v/w, der Umfangs- zur Schallgeschwindigkeit darzustellen. 


Ill. Die Auswertung der Prüfstandversuche. 


1. Die Bedeutung der Drehmoment- und Schubziffer. Vor der Auswertung 
der Prüfstandversuche ist es aber vielleicht zweckmäßig, die schon oben gebrauchten 
Begriffe der Drehmomentziffer und der Schubziffer zu erläutern. Diese sind bei geome- 
trisch ähnlichen Schrauben und geometrisch ähnlichem Strömungsverlauf Konstante. Die 
durch die Versuche aufgezeigten Abweichungen müssen also neben der geringfügigen 
Aenderung der geometrischen Gestalt der Luftschrauben bei hohen Umfangsgeschwindig- 
keiten in einer Veränderung der Strömungseigenschaften gesucht werden. 

Drehmoment und Schubziffer sind die Dimensionslosen, die aus Drehmoment bzw. 
Leistung und Schub, der Luftdichte, der Drehzahl und dem Durchmesser gebildet werden. 
Wesentlich andere Dimensionslose können hieraus nicht gebildet werden, also sind Dreh- 
moment- und Schubziffer eindeutige Leistung bzw. Schub mit den geometrischen Ver- 
hältnissen der Schraube und der Strömung verbindende Größen. Schubziffer %, und 
Drehmomentziffer %. sind gegeben durch 


J 5 % M:. 
‚= em . 
Be: 0 „nd d 
Br u’ . . 
2 4 2 4 2 
UV i h . kg „ kg sec? 
Die Versuchsergebnisse sind alle auf » =1.25 . bzw. % = 0,127 mee- 
g > , 4 [e) 
m“ ın 


reehnet. Unter Benutzung von n[min-'|, S[kg|, M.[mkg|, d|m| lassen sich k, und %, 
zur beqjuemeren rechnerischen Durchführung der Auswertung der Versuche 


7350 8 7, _ 14700 Ma 

d m’ TE m 

schreiben. Die ersten Quotienten dieser Ausdrücke sind für einen Prüfstandversuch je- 
weils konstant. 

Beim Versuch werden n, S und M gemessen, aus n und M noch die Leistung er- 
rechnet. Wir berechnen hieraus weiter die Umfangsgeschwindigkeit u und Drehmoment- 
und Schubziffer k. und X.. 

Wie wir bei der späteren Auswertung sehen werden, können wir %. und %k, durch 


k; .— 


kıo und %k,. und je eine Funktion von der Umfangsgeschwindigkeit Ra (“) und R. (©) 
kao w; kso Ws 


darstellen. Nur wenige Versuche, bei denen offenbar ein Abreißen der Strömung ein- 
tritt, lassen sich hiermit nicht wiedergeben. 

Um die Versuchsergebnisse auszugleichen, berechneten wir noch nach der später 
dargestellten Formel %k,o und %,o, bildeten deren Mittelwerte und bestimmten den Fehler, 
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unserem angenommenen Abhängigkeitsgesetz. 


\littelwerten berechneten wir dann noch die ausgeglichenen Versuchsweıte. 
in der Zahlentafel dargestellte Auswertungsbeispiel.) 


Beispiel der Auswertung eines Prüfstandversuches bezüglich des Einflusses 


531 


Aus den 
(Vergl. das 


der Umfangsgeschwindigkeit auf Leistung und Wirkungsgrad. 








d=3,30m, d!' = 118.5 mt, d’ 392 m?, 
2 7350 a . 
37,5 m”®, — == 63,1 m”, t= + 1,80C, ws = 333 m/seec. 
d’ d' 
n min“! 849 1043 1089 1240 1298 
Messung M mkg 156,0 9374 261.0 954.7 389,4 
on N PS 184,9 345,8 396,8 614,0 705,5 
5 kg 565,2 852,5 933,0 1217,0 1296,0 
u/ws _ 0,441 0,543 0,564 0,645 0,673 
Berechnung ka 10? 0,808 0,815 0,822 0,563 0,867 
k» 102 4,86 1,86 4,87 4,91 1,76) 
ka’kao 1.015 1,039 1,047 1.091 1,115 
beige kı/kıo _ 1.0047 1.0135 1.0164 1.031 1.039 
Ausgleich Ir - E 
kıo 107? 0,795 0,783 0,785 0,789 0,778 
ko | 1072 4,83 4,78 4,82 4,77 (4,58 
Eu)» frao | 10 | + 1,1 — 0,4 — 0,1 + 0,4 — 1,0 
Fehleı -_) : i 
Siso 1071 + 0,6 = 0,0 £ 0,0 - 0,6 (— 4,4) 
ka 107 0,798 0,818 0,823 0,860 0,876 
h. 10} 4,83 4,86 4,87 4,94 4,98) 
Auszeglichene Werte M mkg 154,4 238.3 261,3 353.4 393.3 
N PS 183.5 347,2 397,2 611,5 712,5 
5 kg 561,9 352,5 933,0 1224,3 (1353,0) 
- 
Bemerkungen Bei Drehzahlen über 1260 min”! findet offenbar ein Abreißen der Strömung 
statt, wie aus dem starken Abfall von k, zu ersehen ist. 


\ittelwerte: 


Wie lassen sich 


/ı bzw. k, in Abhängigkeit von « in ein doppelt logarithmisch eingeteiltes Netz ein, so 
zeigt sich, von einigen wenigen Ergebnissen abgesehen, ein ziemlich eindeutiges Ver- 


halten (vergl. Abb. 4 und 5). Da %k. gegenüber einer Aenderung von u empfindlicher 








nun die Funktionen 


10°? Kao —— 0,786, 


10° Kso _- 4,79. 


ist als %,, wird zuerst nach einem Gesetz für k. gesucht. 


2. DerEinfluß der 
Umfangsgeschwin- 
digkeit auf die Dreh- 
momeniziffer. Zu- 
nächst wurde aus jedem 
Propellerprüfstandver- 
such für den unter- 
suchten Drehzahlbe- 
reich, soweit die Ver- 
suchsergebnisse genau 
genug erschienen, ein 
mittlerer Exponent pa 
ermittelt, indem die in 
das doppelt logarithmi- 
sche System eingetra- 
genen Versuchswerte 
durch eine Gerade mit 
der Steigung Pam Aaus- 


0 


t 
P} er 
an 
u 
Pe EEE e - de 
NW I..&= VI, 
(# — 05-07) 
04 6 22 06 
705 
Abb. 2. Rechnungsbeispiel. 


k nn 
- (* ) und k ( : ) ermitteln? Trägt man 
kao Ws k; Ws 
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gemittelt wurden (Abb. 2). Dieser Exponent wurde als im betreffenden Bereich konstant 
wieder in ein doppeltlogarithmisches Netz eingezeichnet (Abb. 3). Hierauf wurden die 
Mitten dieser vertikalen Strecken wiederum durch eine Gerade ausgemittelt, wodurch 
sich dann ein Exponent 


ergab. Wir finden also 























»>- 


\bb. 3. Ausgleich der mittleren Exponenten der Drehmomentziflern. 


Hierbei bedeutet %.. den Wert, det %. für u-—> 0 annehmen würde, wenn sich der 
Einfluß der Zähigkeit als von der Umfangsgeschwindigekeit unabhängig zeigen würde. 
Die Versuchsresultate lassen sich durch diesen Wert von Aka/kaon offenbar recht gut 
wiedergeben (vergl. Abb. 4); die Abweichungen fallen durchaus in den Bereich der Ver- 
suchsgenauigkeit, die an sich als recht gut bezeichnet werden muß. 


3. Der Einfluß der Umfangsgeschwindigkeit auf die Schubziffer. Zur Er- 
mittlung des Gesetzes für A,//,o beachten wir, daß die relative Zunahme von %, sich bei 
den Versuchen nie größer erweist als die für X.; es muß sich also auch %, %,., durch eine 
Formel von der Form 


wiedergeben lassen, wobei «> «, sein muß. Es fand sich, daß mit “„= 1,30, also 


) 
Rs Per ) 


m 


kso 
sich die Versuche recht gut wiedergeben lassen, wenn man von einigen wenigen Ver- 
suchsergebnissen absieht, bei welchen die Abweichungen sich wohl auf die erwähnte Er- 
scheinung des Abıeißens zurückführen lassen (Abb. 5). 
Während sich also der jeweils in einem engen Bereich geltende Exponent für die 
Drehmomentziffer durch 
1 u 
pa= ("| 
V,’ib W: 


wiedergeben ließ, ist dieser für die Schubziffer 


Beil 


‚94 ws 


4. Die Begründung der gewählten Form für die Interpolation der Ver- 
suchsergebnisse. Zur Form dieser Gesetze ist vielleicht noch folgendes zu bemerken. 
Da es sich bei der vorliegenden Untersuchung kaum um die Formulierung eines physi- 
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kalischen Gesetzes handelt 


auf die nachher ein wenig eingegangen werden soll 
Interpolationsgesetz für Holzluftschrauben zurzeit gebräuchlicher Konstruktion, so ist 
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hiervon größtmögliche Einfachheit zu verlangen. 


Wenn nun auch das aufgestellte Gesetz äußerlich etwas kompliziert erscheint, so 
liegt das daran, daß man praktisch noch zu wenig mit Exponentialgesetzen rechnet. 
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Die Drehmomentziflern der untersuchten Luftschrauben. 


neigt aber immer mehr dazu, empirische Zusammenhänge durch Exponentialgesetze aus- 
zudrücken; das liegt einmal in ihrer Ausdrucksfähigkeit, dann aber auch daran, daß sie 
sich bequem mit den immer mehr aufkommenden Rechenschiebern mit log-log- Teilung 


auswerten lassen. 


Die hier angewandte Form hat neben diesem Vorzug den der Eingliedrigkeit und 
den, daß sich Schub und Leistung eines bestimmten Propellers in Abhängigkeit von u so 


auftragen lassen, daß 


5 = K, ’ 


immer als Subtangente 


u? ers , 


2 1 p 4 


ein solches ist noch von vielen anderen Größen abhängig, 
—, sondern nur um ein brauchbares 
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Die Sehubziffern der untersucliten Luftsehrauben. 


N = KR,‘ u” ePa 


bzw. 


u 


N p } 


besitzen, und zwar unabhängig von den Konstanten Ä, oder X, (Abb. 6). 
Für kleine Aenderungen von u befolgen Schub und Leistung das Gesetz 


N=K, usrru 


S=Ä#H, 


In dieser Form geschrieben sind aber X, und A,„ für größere Aenderungen von u nicht 


mehr als konstant anzusehen. 


5. Der Gültigkeitsbereich der aufgestellten Formeln, 


angegangenen Ueberlegungen und Auswertungen den Anschein erwecken, als ob die ein- 


U « rp, . 


Damit nicht die vor- 
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geführten Größen «, und «, physikalische Konstante seien, sei hier noch auf das Wesen 
der Wirkungen der Annäherung an die Schallgeschwindigkeit eingegangen, soweit die 
bei im wesentlichen unveränderter Strömunrgsform allein auftretenden thermodynamischen 


Verluste in Frage kommen 


\bb. 6. 


Die verlustbringende Umsetzung 
— von Geschwindigkeits- in Druckenergie 
erfolgt zweimal, bei schlechten Profilen 
unter Umständen sogar dreimal. Das 
läßt sich schon am Geschehen auf der 
Verzweigungsstromlinie und auf der Kon- 
tur ersehen. Zuerst erfolgt ein Druck- 
anstieg längs der Verzweigungsstromlinie 
bis zum Staupunkt, dann erfolgt ein mit 
Geschwindigkeitssteigerung verbundener 
Druckabfall noch unter den Druck der 
ungestörten Luft bis zu einem Druck- 
minimum, wo, auch wenn die Umfangs- 
geschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit 
nicht erreicht, oft schon die Schallge- 
schwindigkeit erreicht wird, worauf wieder 
ein Druckanstieg bis zum Zusammen- 
flaßpunkt, der Austrittskante, stattfindet, 
der unter Umständen bei aerodynamisch 
unvollkommenen Profilen noch durch 
einen zweiten geringen Druckabfall unter- 
brochen sein kann. 

Anschließend an diesen Druckver- 
lauf längs der Verzweigungsstromlinie 
und der Kontur ist in der ganzen Strö- 
mung ein Druckfield vorhanden. In diesem 
ganzen Feld ergibt aber die Umsetzung 
von Geschwindigkeit in Druck die ther- 
modynamisch unvermeidlichen Verluste; 
diese sind also nicht nur an der Öber- 
fläche der Profile und in der nächsten 
Umgebung vorhanden. Nur dieser Teil 


Leistungs- oder Drosselkurve einer Luftschraube. der Druckumsetzungen und die damit 


verbundenen Verluste lassen sich durch 


die Formgebung merklich beeinflussen, in größerer Entfernung aber nicht mehr nennenswert. 

Die die Verluste charakterisierenden Größen «, und « sind deshalb also zwar 
keineswegs als Konstante anzusehen, denn sie können immerhin etwas durch geschickte 
Formgebung, vor allem durch schlanke Profile, günstig beeinflußt werden. Da aber 
der Formgebung der Holzpropeller recht enge Schranken gesetzt sind, so kann die viel- 


[71 


Abb. 7. 


Widerstand eines geschoßähnlichen Körpers. 


größere Umfangsgeschwindigkeiten ? 


leicht noch mögliche Verbesserung nicht sehr 
groß sein. 

Das aufgestellte Gesetz gilt zunächst 
nur im Bereiche der Umfangsgeschwindigkeiten 
u = 100 :- 280 m/sec, in welchen die Umfangs- 
geschwindigkeiten der untersuchten Propeller fallen. 
Für neu zu konstruierende Propeller lassen sich, 
solange ihre Umfangsgeschwindigkeit in diesen 
Bereich fällt, hiermit ziemlich sichere Voraussagen 


machen. 
Wie steht es aber mit Voraussagen für 


Hierfür sind schon einige Rückschlüsse aus den 


Widerstandskurven von geschoßähnlichen Widerstandskörpern (Abb. 7) möglich. Für kleine 
Geschwindigkeiten gilt das Reynoldssche Aehnlichkeitsgesetz, für größere dagegen nicht 
mehr. Kine Widerstandskurve, die also auch für große Geschwindigkeiten aufgenommen 
wird, gilt nur für diesen Körper und nicht für geometrisch ähnliche, auch wenn die 


Reynoldssche Zahl die gleiche wäre, 


hierzu wäre nämlich auch noch das gleiche Ver- 


hältnis der Geschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit notwendig. 
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Eine Kurve der Widerstandsbeiwerte zerfällt im wesentlichen in VI Abschnitte. 
Bei den kleinsten Geschwindigkeiten, im Abschnitt I, ist laminare Strömung vorhanden. 
Der Widerstand ist ungefähr der 1,5ten Potenz der Geschwindigkeit proportional, der 
Widerstandsbeiwert also der — !/sten Potenz von v. In Abschnitt II -;- IV ist die Strömung, 
von einer laminaren Anlaufzone abgesehen, turbulent, Abschnitt JI und IV unterscheiden 
sich durch die verschiedene Form der Strömung, die wesentliche Verschiedenheit des 
Widerstandes bedingt. In diesen Bereichen gilt ein nahezu quadratisches Widerstands- 
sesetz, der Widerstandsbeiwert der turbulenten Teile ist meist mit weniger als der — 0,2ten 
Potenz von n veränderlich. In Abschnitt III ist ein je nach der Körperform stetiger oder 
plötzlicher Uebergang zwischen den anschließenden Strömungsformen vorhanden. Bei 
erößer werdender Geschwindigkeit, in Abschnitt V, macht sich die Kompressibilität des 
Mediums durch Anwachsen des Widerstandsbeiwertes immer mehr bemerkbar, bis in der 
Gegend der Schallgeschwindigkeit ein Maximum erreicht wird. Hiernach fällt der Beiwert 
wieder etwas ab, bis er weit oberhalb der Schallgeschwindigkeit im Abschnitt VI wieder 
ungefähr konstant wird. 

Bei einem Propeller sind nun im allgemeinen sämtliche Zustände möglich. Im 
innern Teil kann die Strömung unter Umständen laminar sein, während man sich mit der 
Umfangsgeschwindigkeit schon der Schallgeschwindigkeit nähert. Soll sich auch für die 
inneren Teile die Kompressibilität bemerkbar machen, so muß die Umfangsgeschwindigkeit 
die Schallgeschwindigkeit überschreiten; und wird für die äußeren Teile der Widerstands- 
beiwert selbst konstant, so wächst er doch noch für die inneren Teile. Eine Zunahme 
der Verluste im Propeller ist also noch weit über die Erreichung der Schallgeschwindig- 
keit durch die Umfangsgeschwindigkeit hinaus zu erwarten, so daß wir also annehmen 
dürfen, daß die ermittelten Formeln noch weit über den Versuchsbereich hinaus mindestens 
bis zu den praktisch überhaupt in Erwägung zu ziehenden Umfangsgeschwindigkeiten 
qualitative Geltung besitzen. 


IV. Die Uebertragung der Ergebnisse der Prüfstandversuche 
auf den Flug. 


1. Die Einflußziffer der Umfangsgeschwindigkeit auf den Luftschrauben- 
wirkungsgrad. Bei den Prüfstandversuchen ist die Fortschrittsgeschwindigkeit der 


Schraube Null. Für einen bestimmten Fortschrittsgrad der Schraube, } —= = ‚ sind die 
u 


Drehmomentziiier und Schubzifier anders als für A=0. Die Relativgeschwindigkeiten 
gegen die Schrauben sind aber insbesondere bei den üblichen nicht allzugroßen Fort- 
schrittsgraden im Flug kaum viel größer als die Umfangsgeschwindigkeiten, so daß man 
wohl erwarten kann, daß sich auch für endliche Fortschrittsgrade die Drehmomentzifier 
und die Schubzifier in ähnlicher Weise verhalten wie beim Prüfstandversuch. 


Dies ist um so mehr anzunehmen, als Schrauben größerer Steigung beim Fluge 
aequivalent zu Schrauben geringerer Steigung am Stande anzusehen sind und das oben 
dargelegte Verhalten vom Steigungsverhältnis selbst unabhängig erscheint. 

Der Vortriebswirkungsgrad einer Luftschraube ist mit dem Fortschrittsgrad, der 
Drehmoment und Schubziffer durch die Formel 


Rt) 
verbunden. Unter Benutzung der eingeführten Begriffe /,. und k.ü, welche natürlich eben- 
falls beide Funktionen vom Fortschrittsgrad sind, wird 


kw R«/kso 
kao ka ko 


Bei Modellversuchen kann man nach entsprechender Extrapolation der Zähigkeit den 
Wirkungsgrad 


(vergl. z.B. Hütte 25. Aufl. Bd. I, S. 387) 


n=hv 


h, 
L.- 
kao 
. h. kan u . . . * . ” 
erhalten. Der Quotient "" kennzeichnet die Einwirkung der Umfangsgeschwindigkeit 
Ld/Rdo 


k. k:n 
Ur — i 
ha ku ) 
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Diese wird mit Einführung der aus den Prüfstandversuchen gewonnenen Beziehungen 


) 


1,300,) 


( 
} — 


( 1,05 ww, 


Wir ersehen hieraus, daß mit der Erhöhung der Umfangsgeschwindigkeit ein erheblicher 
Abfall des Wirkungsgrades verbunden ist (Abb. 8 


( 














\bb, 8, Finfluß der Uınfangszeschwindiekeit auf Drehmoment- und Schubziffer 
und Wirkungserad einer Luftschraube 


2. Indirekte Wirkungen der Nachteile hoher Umfangsgeschwindigkeit. 
Man wird also danach streben bei feststehender Drehzahl durch Verringerung des Durch- 
messers die Umfangsgeschwindigkeit zu verringern. Mit zunehmender Verringerung des 
Durchmessers wird aber gleichzeitig der Schubbelastungsgrad größer und hiermit sinkt 
der Wirkungsgrad ebenfalls, so daß wir hieraus ersehen können, daß hohe Umfangsge- 
schwindigkeiten bzw. Drehzahlen noch indirekt Verluste veranlassen können. 

\lit der zur Verringerung der Umfangsgeschwindigkeit notwendigen Kleinhaltung 
des Durchmessers ist weiter wegen der erhöhten Strahlgeschwindigkeit auch ein erhöhter 
Verlust im Strahl des Propellers verbunden. 

Dies tritt um so mehr in Erscheinung, als mit der Erhöhurg der Drehzahl auch 
meist eine Steigerung der Motorleistung verbunden war. (Ganz besonders empfindlich 
mußte dieser Zustand aber treiien, beim Uebergang von wassergekühlten Reihenmotoren 
zu luftgekühlten Sternmotoren, da hierbei nicht nur die Stirnflächen der Motoren ver- 
gıößert wurden, sondern auch ein erhöhter Widerstandsbeiwert des im Propellerstrahls 
liegenden Motors in Erscheinung trat. 

Hohe Drehzahlen bei großen Motorleistungen haben aber nicht nur eine Verschlech- 
terung des Wirkungsgrades, sondern auch prinzipiell eine unübersteigbare Grenze für 
die Entwicklung der Flugzeuge und Flugmotoren zur Folge. Steigert man die Leistung 
eines Motors durch Erhöhung seiner Drehzahl, so wird die Umfangsgeschwindigkeit und 
die Belastung des Propellers größer, so daß der Propellerwirkungsgrad abnimmt. Es ist 
daher leicht einzusehen, daß die Nutzleistung, welche nach Abzug der Verluste im Pro- 
peller übrig bleibt, irgendwo ein Maximum besitzen kann und dann bei weiterer Leistungs- 
steigerung des Motors sogar kleiner wird. 

Dieser Grenze hat man sich im Flugzeugbau heute schon bedenklich genähert. 
Daß die den Propeller direkt antreibenden Flugmotoren dann sehr unwirtschaftlich werden, 
ist ohne weiteres klar. Da diese Grenze aber eine prinzipielle Schranke für die Flug- 
möglichkeiten bedeutet, so ist zu ersehen, daß man ohne Anwendung von Getriebmotoren 
keine wesentlichen Fortschritte mehr zu erzielen vermag. 


3, Die Auswertung von Propellerversuchsflügen. Außer zu einer Unter- 
suchung der mit schnelläufigen Motoren erreichbaren Geschwindigkeiten, lassen sich aber 
unsere Erkenntnisse bezüglich der Wirkungen hoher Umfangsgeschwindigkeiten auch noch 
zur Beurteilung von vorhandenen Luftschrauben und unter Umständen der Flugeigen- 
schaften eines Flugzeugs verwenden. 

Zu genauen Leistungs- und Schubmessungen im Flug bleibt nichts übrig als die 
Verwendung von Meßnaben. Ihr Einbau jedoch erfordert besondere Vorkehrungen und 
ist aus wirtschaftlichen und verkehrstechnischen Gründen nicht an jedem Flugzeug durch- 
führbar, für das man die Eignung der Luftschraube feststellen und dessen Flugeigen- 
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schaften man beurteilen möchte. Für laufende Betriebsversuche stehen höchstens Dreh- 
zahlmesser und Fluggeschwindigkeitsmesser zur Verfügung. Unter der Voraussetzung, daß 
sich diese Geräte eichen lassen, bzw. daß man ihre Anzeigen durch entsprechende andere 
Maßnahmen kontrollieren kann, soll hier ein Verfahren angegeben werden, wie man aus 
Propellerversuchsflügen Unterlagen zur Beurteilung der Luftschrauben bekommen kann. 

Wir haben schon festgestellt, daß die Propellerleistungskurven, die sogenannten 
Drosselkurven einer bestimmten Schraube, parabelähnliche Gestalt haben, daß nämlich 


Nu’: Ai.) (Das Zeichen # soll proportional heißen) 


ist. Die Leistung ist aber nicht nur von der Umfangsgeschwindigkeit bzw. Drehzahl, 
sondern auch vom Fortscehrittsgrad abhängig. Für die verschiedenen Fortschrittsgrade 
bilden demnach die Leistungskurven eine Schar. Diese ist dadurch gekennzeichnet, daß 
zu einer bestimmten Umfangsgeschwindigkeit immer die gleiche allen gemeinsame Sub- 
tangente 


Fi (Abb. 6) 


z ( u ’ 
| a 


Diese Parabelschar kann aber nach diesem Gesetz und mit einem einzigen Voll- 
gas-Steig- und Vollgas-Horizontalfilug leicht bestimmt werden. Man bestimmt dazu am 
feststehenden Flugzeug die Drehzahl der Schraube, möglichst unter Berücksichtigung der 
Windgeschwindigkeit, dann Flugzeuggeschwindigkeit und Drehzahl beim steilen, mittleren 
und-flachen Steigen und im Vollgashorizontalflug, wenn es möglich, auch noch im etwas 
gedrückten Vollgasflug. 

Man trägt dann die Vollgasleistungskurve des Motors über der Umfangsgeschwin- 
digkeit des Propellers auf und bestimmt die zu jedem Punkt dieser Kurve entsprechend 
den Versuchsergebnissen gehörigen Fortschrittsgrade. Für bestimmte Fortschrittsgrade 
zeichnet man durch die dazugehörigen Punkte der Vollgasleistungskurve die Leistungs- 
charakteristiken des Propellers, die Drosselkurven, bezogen auf den Fortschrittsgrad. 

Aus dieser Kurvenschar ist dann die zu jeder Motordrehzahl und Fluggeschwindig- 
keit, also zu jeder Umfangsgeschwindigkeit und zu jedem Fortschrittsgrad die dazu ge- 
hörige Leistung auch des gedrosselten Motors leicht zu entnehmen. Insbesondere kann 
man hiermit die zu jeder Fluggeschwindigkeit im Horizontalflung notwendige Motorleistung 
bei einem gegebenen Fluggewicht nach Feststellung der Drehzahl und Fluggeschwindig 
keit leicht bestimmen. | 

Macht man nun die Annahme, daß der Propeller nahezu den erreichbaren Propul- 
sionswirkungsgrad besitzt, bzw. daß bei mehreren erprobten Propellern der jeweils beste 
diesem recht nahekommt, so kann man auch die Polare des Flugzeugs, wenigstens für die 
wichtigsten Betriebszustände mit meist hinreichender Genauigkeit bestimmen. Ist der 
wirkliche Wirkungsgrad der Propeller aber schlechter als der erreichbare, so ist die so 
erhaltene Polare allerdings entsprechend zu günstig. 

Man sieht also, daß man schon mit verhältnismäßig einfachen Mitteln Leistung und 
Schub eines Propellers mit technisch hinreichender Genauigkeit abschätzen kann. 

Neben geeigneten Drehzahl- und Fluggeschwindigkeitsmeßgeräten und der Kenntnis 
der Vollgasleistungskurve des Motors spielt hierbei die Festellung der Vollgas-Drehzahl- 
Geschwindigkeits-Kurve die wichtigste Rolle. 

Außer den objektiv leicht feststellbaren Drehzahlen und Geschwindigkeiten am 
Stand, beim Steigen und im Vollgas-Horizontalflug lassen sich noch Verhalten von Dreh 
zahl und Geschwindigkeiten beim Start und beim Anschweben qualitativ beurteilen, so 
daß es im allgemeinen leicht ist, die Vollgas-Drehzahl-Geschwindigkeitskurve aus den 
erhaltenen Versuchswerten und diesen mehr subjektiven Beobachtungen zu interpolieren. 
Beim Start ist besonders darauf zu achten, ob die Drehzahlzunahme schnell oder langsam 
erfolgt oder ob, wie u. U. bei sehr steilgängigen Propellern, zuerst eine kleine Drehzahl- 
abnahme vorhanden ist. Für ganz große Geschwindigkeiten muß sich diese Drehzahl- 
kurve einer durch (v— 0, w— 0) gehenden Geraden nähern, entsprechend dem k,= 0 
entsprechenden Fortschrittsgrad. 

Zur Auswertung der Versuche bedient man sich zweckmäßig eines präparierten 
Millimeterpapiers, das außer der Millimetereinteilung noch eine Schar von Kurven kon- 
stanten Fortschrittsgrades enthält. 
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Als Ordinaten sind hierin die Motorleistungen, als Abszissen die Spitzenumfangs- 
geschwindigkeiten bzw. deren Verhältnis zur Schallgeschwindigkeit des Propellers einzu- 
tragen. Die entsprechenden Drehzahlen können später eingetragen werden. Durch 
Benutzung der Umfangsgeschwindigkeiten ist es von vornherein möglich, die Kurven 
konstanten Fortschrittsgrades festzulegen. Die Kurven konstanten Fortschrittsgrades erhält 
man, wie oben dargelegt, sehr leicht, wenn man beachtet, daß ihre Subtangente immer 
der (3 + p.)-te Teil der Abszisse ist. 

Wird beim Geradeausflug gedrosselt, so ändern sich Geschwindigkeit und Dreh- 
zahl. Um die zugehörige Leistung zu finden, bestimmt man den Fortschrittsgrad, geht von 
der zweckmäßig ebenfalls einzutragenden /-Vollgaskurve senkrecht zur Vollgasleistungs- 
kurve hoch, dann auf der durch den gefundenen Punkt gehenden Linie gleichen Fort- 
schrittsgrades herunter, bis man sich senkrecht über der entsprechenden Umfangsgeschwin- 
digkeit bzw. Drehzahl befindet. Hiermit ist die jeweilige Motorleistung gefunden. 

Für verschiedene Drosselleistungen ergibt sich hiermit die Fluggeschwindigkeits- 
kurve in Abhängigkeit von der Propellerdrehzahl. Durch Umzeichnen erhält man dann 
auch die Abhängigkeit der Motorleistung von der Fluggeschwindigkeit. 

Für objektive Beurteilung des Propellers ist dies aber noch nicht hinreichend, 
Dividiert man die Leistung durch die Fluggeschwindigkeit, so erhält man, wenn 7 den 
Wirkungsgrad des Propellers bezeichnet, aus 


N 
WW 1 7 ° 
D 


den Widerstand des Flugzeugs. Dividiertt man den Widerstand durch den Staudruck 
q== 0/2 v*, so erhält man die Widerstandsfläche 
W 
q 


Dividiert man das Fluggewicht — Auftrieb durch den Staudruck, so ergibt sich die Auf- 
triebsfläche 


FF, = 


Fı= 
q 
[rägt man FW, in Abhängigkeit von F,. auf 


P= FR (Fr), 


so hat man damit die Polare des Flugzeugs gefunden. Man kann diesen Wert auch noch 
durch die Größe der Tragfläche dividieren und erhält dann 


Ga == GC (C $e 


Nun ist aber meistens weder die Flugzeugpolare noch der Propellerwirkungsgrad 
bekannt. Statt dessen kennt man aber den unter Berücksichtigung von axialem Aus- 
trittsverlust, Strahldrehung und Reibung unter Annahme günstigster Gleitwinkel der ein- 
zelnen Propellerflügelelemente und der günstigsten Verteilung des Schubs unter den ge- 
gebenen Betriebsbedingungen: Drehzahl, Durchmesser, Flügelzahl, Fluggeschwindigkeit 
und Anordnung am Flugzeug überhaupt erreichbaren reinen Propellerwirkungsgrad n, 
vergl. ZFM 1930, Heft S, S. 196), den Strahlwirkungsgrad, der sich aus den Betriebhs- 
bedingungen und der Anordnung ergibt, n. (vergl. ZFM 1930, Heft 8, S. 196) und die 
Wirkung der Umfangsgeschwindigkeit auf den Vortrieb n. (vergl. Abb. 9) Mit ihnen erhält 
man einen überhaupt erreichbaren Vortriebsgütegrad 


—=1I .N:*7 


N ı” > 


Mit ihm erhält man eine obere Grenze lür den Widerstand 


VW — N» N 
v 
und eine entsprechende Widerstandsfläche 
W 
Fıo=—. 
q 


Der Unterschied zwischen den so gefundenen Polaren und den wirklichen Flug- 
zeugpolaren fällt dem Propellerkonstrukteur zur Last. Aus diesem Unterschied ist die 
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Verbesserungsmöglichkeit der Schraube zu erkennen. Er ist aber im allgemeinen als 
äußerst klein anzusehen, da auf Grund langjähriger Erfahrung, Erprobung und Verbesse- 
rung der an sich konstruktiv einfache Flugzeugpropeller schon einen Stand hoher Voll- 
kommenheit erreicht hat; es ist höchstens noch möglich, daß durch besonders günstige 
Ausbildung der Propellerprofile an den Flügelspitzen der Faktor 7. noch etwas größer 
gestaltet werden kann. Der Vortriebsgütegrad selbst wird aber wesentlich durch die 
aerodynamische Ausbildung des Flugzeugs, für die der Flugzeugkonstrukteur verantwort- 
lich ist und durch die Schnelläufigkeit des Motors, die zu Lasten des Motorkonstrukteurs 
geht, beeinflußt. Die notwendige Entwicklung muß daher nicht danach trachten, Motoren 
mit größtmöglichster Leistung zu bauen mit möglichst niedrigem Brennstoffverbrauch für 
die Wellenpferdestärkestunde, sondern Flugzeuge und Motoren, die in ibrer Zusammen- 
wirkung mit dem Propeller einen möglichst niedrigen Brennstoffverbrauch für die Trans- 
portleistung haben, die sich aus dem Gewicht der zahlenden Nutzlast und der Flug- 
oeschwindigkeit ergibt. 


4. Der Einfluß der Lufttemperatur infolge Aenderung der Schallgeschwin- 
digkeit. Zum Schluß unserer Betrachtungen soll noch auf den Einfluß, den die meteoro- 
logischen Verhältnisse im Zusammenharge mit der Umfangsgeschwindigkeit auf den 
Wirkungsgrad der Luftschrauben haben, hingewiesen werden. 

Bekanntlich ist die Schallgeschwindigkeit 


/ 4 
w.— | 2g a 
z—1 
Nun ist aber p-v—=R-T, entsprechend der Gas-Zustandsgleichung. Es ist also 
w=VT. 


Be. recht kalten Lufttemperaturen wurde die Wahrnehmung gemacht, daß der 
Wirkungsgrad der l.uftschrauben sehr nachläßt. Das gibt einen weiteren Stützpunkt für 
die Richtigkeit der in unseren Formeln für %,, %ı und n. eingeführten Größe der Schall- 
geschwindigkeit. Damit sind aber auch ein neuer, sehr wichtiger Anhaltspunkt für die 
Verwendbarkeit von Luftschrauben für Höhenflüge und ein maßgebender Gesichtspunkt 
für deren Konstruktion gewonnen. 


5. Der Einflüß auf die Entwicklung der Flugzeuge und Motoren. Da nun 
nach allen aufgeführten Gesichtspunkten hohe Umfangsgeschwindigkeiten als schädlich 
betrachtet werden missen, so daß sie nach Möglichkeit zu vermeiden sind, ist kaum noch 
notwendig, auf die damit verbundenen lästigen Geräusche, die oft vorhandenen Erschülte- 
rungen und die durch den hohen Verschleiß bedingte kurze Lebensdauer schnelläuliger 
Propeller hinzuweisen. 

Der richtige Ausweg, den man gehen mußte, und die überhaupt einzige wirtschaft- 
liche Möglichkeit der Entwicklung lag daher in der Ausbildung und Verwendung zuver- 
lässiger Getriebe. Wenn auch mit den sehr dünne Profile zulassenden Metallpropellern 
die Verluste erst bei einer etwas höheren Umfangsgeschwindigkeit die gleiche Größe an- 
nehmen wie bei Holzpropellern, so konnte ihre Verwendung in dieser Hinsicht die Not- 
wendigkeit der Entwicklung von Getriebmotoren höchstens um einige Zeit aufschieben, 
sie aber keinesfalls aufheben. 


Zusammenfassung. Die Auswertung der Prüfstandversuche und deduktive 
Ueberlegungen zeigen, daß die Aenderungen der Drehmoment- und Schubziffern von 
Luftschrauben in der Hauptsache auf die sich mit Annäherung an die Schallgeschwindig- 
keit ändernden Eigenschaften der Luft zurückgeführt werden müssen. Da im Flug die 
wesentlichen Strömungsvorgänge nicht anders sind als am Stand, so lassen sich aus den 
Prüfstandergebnissen Formeln für die Aenderung des Wirkungsgrades auch bei den im 
Flug vorhandenen Fortschrittsgrade gewinnen. Auch auf die zweckmäßige Auswertung 
von Propellerversuchsflügen haben die Erkenntnisse einen Einflaß. Zum Schluß wird 
noch auf die schädliche Wirkung niedriger Lufttemperaturen, die auf die Veränderung 
der Schallgeschwindigkeit zurückzuführen ist, hingewiesen. Da diese tatsächlich beob- 
achtet wird, wird hierdurch der Gedanke der hier durchgeführten Untersuchungen 
wesentlich gestützt. Aus dem Verhalten der Luftschrauben bei hohen Umfangsgeschwin- 
digkeiten ergab sich die Notwendigkeit der Ausbildung von Getrieben für die Flugzeug- 
motoren. ot 
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Über die Schwankung des Grundwasserspiegels in der 
Umgebung von offenen Flußläufen. 
Von VIKTOR FELBER in Wien. 


chon Boussinesq!) erkannte die Tatsache, daß sich Wasserstandsschwankungen 

olfener Gerinne in das Binnenland fortpflanzen und stellte eine Gesetzmäßigkeit auf, 

die aber nur für bestimmte Schwankungen des Flußwasserspiegels Gültigkeit besitzt. 
luıst viel später führten Kozenys?) Betrachtungen zu einer Gleichung für den Grund- 
wasserspiegel in der Umgebung von Flußläufen, bei deren Gebrauch vorausgesetzt wird, 
daß die Form der Anschwellung analvtisch darstellbar ist. Da dies nur in wenigen 
Fällen möglich ist und der Ersatz der Wellenform durch eine Näherungsiorm für bydro- 
logische Untersuchungen nicht immer zutreffend erscheint, wird hier versucht ein Ver- 
Iahren darzulegen, das gestattet, unabhängig von der Form der Schwankungen den zeit- 
lichen Verlauf des Grundwasserstandes in einem beliebigen Ort aus der Pegellinie eines 
benachbarten HFlußpegels abzuleiten. Dabei wird wie bei den vorgenannten Autoren 
vorausgesetzt, dab ein horizontaler Zusammenhang zwischen Fluß- und Grundwasser- 
spiegel besteht, d.h. daß der mittlere Grundwasserstand nicht unter der Flußsohle liegt 
und ferner, daß die Fortpflanzung der Wasserstandsveränderungen senkrecht zum Fluß- 
uler bzw. zur Flußachse erfolgt, was sich nach praktischen Erfahrungen als zutreifend 
erweist’) 


;s bezeichnet: 


t die Zeit “= 0, gemessen von der undurch- 
x die Entiernung vom Flußuier, lässieen Schichte, 
H, den Pegelstand, q die sekundliche Sieckermenge auf die 
I, den Abstand des Pegelnullpunktes von Breiteneinheit, 
der undurehlässigen Schichte, v den Vektor der (Grundwassergeschwin- 
hh den Grundwasserstand an der Stelle digkeit, 
x, eemessen von der undurchlässigen k die Durchlässigkeit des Bodens, 
Schichte, ıı das Porenvolumen des Bodens bezogen 
"o. den Grundwasserstand an der Stelle auf das Gesamtvolumen. 


Allgemein wird der Grundwasserstand A, eine Funktion der Entiernung vom Fluß- 
ufer &, der Zeit ? und des Wasserstandes Ho + Hı sein, also 
ı = fi |%,t, (HM, + Hh)! TE 
wobei letzterer wieder von der Zeit abhänet, somit der Beziehung 
H, + Hı = 'P, (t) 
eenügt. 
Bei Beharrungswasser im Flusse wird 
he ra (la). 
Diese Gleichung drückt die bekannte Tatsache aus, daß die Form des Grundwasserspie- 
sels durch äußere Einflüsse (Niederschlag, Sättigungsdefizit der Luft) verändert wird. 
Daher hängt A, auch bei stationärer Wasserführung im Flusse von der Zeit ab. 
Ordnet man dem mittleren Grundwasserzustande, der durch 
u er re 
ıuseedrückt werden kann, an der Stelle © —=0 ein solches Aoı zu, für welches die mittlere 
Kurve Gl. (1b) eine Gerade wird, so ist dieses Aoı die mittlere Mächtigkeit des Grund- 
wasserträeers und soll mit A, bezeichnet werden 
Es ist nun von Vorteil, den Nullwert der Wasserstände in die Höhe der mittleren 
Mächtigkeit zu verlegen. Damit wird 
h=hn-hun=f(z,t,H) . EEE FE FI 


wobei 
[vs 


DEE NER EEE TR 


I) J, Boussinesq, Essat sur la thöorie des eaux ecourantes. — Ph. Förchheimer, Hydraulik. 


*, J. Kozeny, Die Wasserführung der Flüsse. 
°c, E. Prinz, Handbuch der Hyadrologie. 
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Wird schließlich vorausgesetzt, daß für einen beliebigen Zeitpunkt, der mit t= 0 

gewählt werden soll, die Kurve 

EP RR : : 
bekannt ist'), so gelangt man zur folgenden Definition des Problemes der nichtstationären 
(Grundwasserbewegung: 

Bei bekannten Bedingungen für & = 0 [Gl. (3)] und t=0 [Gl. (4)] ist die Funktion 
Gl. (2) zu ermitteln. 

Dies geschieht mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung, welche ausdrückt, daß bei 
gleichförmiger Bodenbeschaffenheit die zeitliche Aenderung des elementaren Wasser- 
volumens 1-Aı dx gleich ist dem Unterschiede der sekundlichen Sickermenge dg auf 
die Breiteneinheit, zwischen & und d&. 

Da nach dem Darcy-Poiseuilleschen Gesetze für das Grundwasserströmen 


Ohı s 
—k p (5) 
und Ohı i 
q = k hı dx . . . . . . . (6), 
somit dq Ohı 3 O° hı 
rl (+ u ET 200 
ergibt die Raumgleichung mit Berücksichtigung des Porenvolumens u 
N 
u-1-dx a. En ee 
( 
oder Ohı __ k[/9dhı\? 0” hı » 
Ay = — pP ( 2) + Ar 1 . ° } . . ° A r (9). 


Wegen der geringen Filtergeschwindigkeit kann das Quadrat des Gefälles ver- 
nachlässigt werden. Ist außerdem die Anschwellung gegenüber der Mächtigkeit nicht 
groß, so wird 


'ıh hn 8°h 03 
Oo _ — u FREE). Der En VE 
ot u Ox? Ox? 
oder mit Rücksicht auf Gl. (2) 
Oh oh ’ 
u 2 Ve a Re |; ') } 
Of Ox‘ 


Das vollständige Integral?) dieser Differentialgleichung besteht aus zwei Summanden. 
Der erste Summand | 
h -9@) 9 (—_) a RE ea 
2a) t 
genügt wegen der Beziehung’) ® 
2ayt 


@) ( 4)  — A. je*a« A . s . . u . (11), 
2ayt vr 


worin @ eine willkürliche Integrationsvariable bezeichnet, den Bedingungen A=0 für 
z=0t unddh=P(e) für t=0. 
Der zweite Summand 


t x? 
TREE. J 7 (8) e dal) r— 9) 7‘ GE (12) 
2aynı 
0 
mit 9 als Integrationsvariable, kann mit Hilfe der Substitution 
x 
Be —- N ie 
2a yt-„% 


)) Die von der Wasserstandsbewegung im Flusse unabhängigen Schwankungen des Grundwasser- 
spiegels erfolgen in großen Zeiträumen. Deshalb kann während der verhältnismäßig geringen Dauer der 
Hochwässer der vom Flusse unbeeinflußte Grundwasserspiegel als stationär betrachtet werden. 

?2), Riemann-Weber: Partielle Differentialgleichungen der math. Physik. 

3) E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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auf die Form 


2 7 . x° Q9 

h= pP (e- -?" dB i ; r - R R . 14 
7} a1) ® 2 (19) 
Daytı 


gebracht werden. Diese Form benutzt man mit Vorteil zur Berechnung des Grund- 
wasserspiegels, wenn W(t) analytisch ausgedrückt werden kann. Auf diese Aıt wurde 
der Grundwasserspiegel für eine harmonische Schwingung, wie es z.B. bei Wellen in 
den oberen Teilen von manchen Alpenflüssen und in den Mündungsgebieten der Ströme 
ins Meer zutrifft, ermittelt'). Man erkennt aus G]. (14), daß für —=0, h— W(t) und 
fürrt—=0,h=0. 

Somit genügt die vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung (9b) 


t 8 


h=h+n-bw)9(. ")+—— [we teen 0) "a0 (15) 
2a): 2a. 
0 


den eingangs gestellten Forderungen Gl. (3) und Gl, (4). 
Hyvdrologisch gedeutet stellt A den Anteil dar, den der stationäre Zustand an der 


Bildung des Gesamtgrundwasserstandes hat. Um dieses Niveau vollziehen sich die durch 
den Vorfluter bedingten Grundwasserstandsschwankungen. Für kurze Beobachtungszeit 


oder für große Entfernungen vom Ufer behält A den Weıt D (x) bei, weil noch © (4.8) 
bis zur Mlten Dezimale mit »1« übereinstimmt. 

Der zweite ‘ immand A, der einer verflachten Summenlinie der Flußwasserstände 
Ausdruck verleiht, drü:kt vor allem das Retensionsvermögen des Binnenlandes aus. 
Damit ist eine Abilachung der Hochwasserwellen im Bereiche der durchlässigen Uier- 
strecken verbunden. 

Der Ausdruck 


‘ 


. a? 

Aabd=e MU-Dt—-9) ". . 222020820. (16), 
der aus der modernen Hydrodvnamik?) bekannt ist, stellt für ein bestimmtes x, für die 
Veränderlichen £ und Ö eine Kurvenschar dar, deren Kurven wegen der Verbindung 
(£€—%0) zueinander im affinen Verhältnis normal zur H-Achse stehen. Man kann sich 
auch die Funktion Gl. (16) als einzige Kurve vorstellen, die in der Zeit £ der positiven 
Richtung der f-Achse folgend mit der Erscheinung der Hochwasserwelle iortschreitet. 
J® nähert sich bei gleich bleibendem f und ® mit größer werdendem x dem Werte 
Null. Daher nimmt auch der Einfluß der Wasserstandsschwankungen im Flusse mit der 
Entfernung vom Ufer ab. Weil diese Bedingung asymptotisch ist, hört der Einfluß schon 


bei einem endlichen *%, auf. 
Für ein bestimmtes 7. wird 


für 9—= 0 der Ausdruck AD von 
einem bestimmten ? beginnend dem 
Werte Null zustreben. Dies ge- 
schieht auch, wenn sich ® dem { 
nähert. Somit besitzt die Wander- 
kurve ein Maximum und zwar an 
der Stelle 

= x m 

nat Ei; ; ° 
Die graphische Darsiellung der 
Funktion A® zeigt Abb. 1. 

Zusammenfassend kannalso ge- 

sagt werden: Das Binnenland hat 
für den Vorfluter eine ähnliche Wir- 
kung wie ein eingeschaltetes Re- 
Abb. 1. tensionsbecken. Es wird ein, wenn 





', J. Kozeny, Die Wasserführung der Flüsse. 
?, C, W, Oseen: Neuere Methoden und Ergebnisse in der Hydrodynamik. 
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auch geringer Ausgleich in der Wasserführung des Flusses angestrebt. Daraus resultiert 

eine Abflachung der Hochwasserwellen. Der zeitliche Grundwasserspiegelverlauf im 

Orte %„ stellt sich als verflachte Summenlinie des Pegeldiagrammes dar. Sie wird mit der 

Vergrößerung der Entfernung vom Uier flacher. Der Einfluß eines bestimmten Wasser- 

standes im Flusse zeigt sich erst später im Grundwasserspiegel. Den größten Eiofluß im 
2 

Orte x, zur Zeit i„ hat jener Wasserstand, der um die Zeit früher am Flußpegel be- 
a 

obachtet worden ist. Gleichzeitige Wasserstände stehen zueinander in keiner Be- 

ziehung. 


In Abb. 2 ist die Konstruktion 
des zeitlichen Verlaufes des Grund- 
wasserspierels im Orte x„ aus dem 
Pegeldiagramme W(t) dargestellt. 
h ist, wie hervorgehoben wurde, 
während eines Hochwassers kon- 
stant anzunehmen. Es macht auch 
seine genaue Darstellung mit Hilfe 
der Tafelwerte für @(z) keine 
Schwierigkeit (Abb. 2a). Zur Dar- 
stellung von A zeichnet man vor- 
erst die mit 




















Con == m 
2a Vr 
vervielfachte A®-Funktion für den 
Zeitpunkt f„ des zu bestimmen- 
den Grundwasserstandes (Abb. 2b). 
Die graphische Multiplikation von 
C;n AD mit dem zugehörigen H 
(Linienzug 1-2-3-4-5, Abb. 2b) 
oibt die Kurve On JDH. (Li- 
nienzug 5-6-7, Abb. 2c). Die 
von dieser Kurve und den Koor- 
dinatenachsen eingeschlossene 
Fläche, bzw. die Ordinate deren 
Summenlinie im Zeitpunkte {, (Ab- 
bild. 2d) ergibt den zweiten Sum- 
manden A. 


Trägt man h über A an 
der Stelle {„ auf (Abb. 2a), so er- 
hält man den von der Nullinie 


aus zu messenden Grundwasser- 
stand A. 


Im Gegensatz zu h be- 


kommt man Ah nur punktweise, LLC d®H 
Begnügt man sich mit geringerer ' 
(renauigkeit, so kann die Kon- 
struktion vereinfacht werden, 


Setzt man u 
t 
} 
ent 
u; 





I“ 


























so wird wegen der Beziehung Abb. 2a bis 2d. 
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t 


4 da ” q 2aVrn x ' 
N == >“ z= i BE . . ° ® 
je®« ii f da s £ (| (19) 


V x 
2aVı 
und weil AP, von 0 unabhängig ist 





x 
t t 11-6 (- 7 )| 
h= 4 ID, [nao=+4®, [na = a 

v 


2an 


“ 


1" 


t 
/ Has (20). 
0 


Die Funktion SP, nimmt bei konstantem Z/„ für unendlich groß werdendes x und 
bei konstantem 7, für unendlich eroß werdendes ? den Wert Null an. Für = ist sie 
ebenfalls Null. Somit besitzt /JP,„ ein Maximum, wenn ?t die Wertereihe von 0 bis »& 
durchläuft. Eine Näherungsrechnung ergibt für das Eintreffen des Größtwertes den 
Zeitpunkt 


- Xu? 
vn euer tr II 
Somit besitzt AP, die in Abb. 3 
IP, ; 
| dargestellte Form. 


Um den Grundwasserstand im 
Orte &. im Zeitpunkte f, zu bestim- 
men, braucht man bloß den Wert 
A Dy:n mit der Ordinate der Sum- 
menlinie von W(t) in demselben 
Zeitpunkte zu multiplizieren. Dies 
geschieht ähnlich wie beim oben 
dargelegten Verfahren. 

Bei der Näherungsmethode 
wurde jede Kurve (,„ /®P durch 
eine zur Z-Achse parallele Gerade 
mit dem Abstand J/®,„ ersetzt. 
Abb. 3. Dadurch wird der Anteil- geän- 


dert, den ein Flußwasserstand 

an der Bildung eines bestimmten Grundwasserstandes besitzt. Er wird teils ver- 

größert, teils verkleinert. Es entsteht in gewissem Sinne ein Ausgleich des Ein- 

tlusses der Flußwasserstände, weil im Intervall [o,2] nicht der Wasserstand, sondern 
14 


die Masse / W(9) d“a maßgebend ist. Auch wird einem bestimmten Flußwasserstand ein 
0 


viel länger andauernder Einfluß zugeschrieben, als bei der genauen Methode. Dadurch 
wird ein zeitlicher Ausgleich erwirkt. Somit ist der durch das Näherungsverfahren be- 
rechnete Grundwasserspiegelverlauf gegenüber der Wirklichkeit verzerrt. 

Eine Untersuchung über den Gültigkeitsbereich der Näherungsmethode zeigt, daß 
sie für die Berechnung des Grundwasserspiegels für Hochwasserwellen, die entweder nie 
den negativen oder nie den positiven Bereich der 7 erreichen, und für den Anstieg des 
Grundwassers gute Uebereinstimmung mit der genauen Berechnung ergibt. Die Dauer 
der Welle hat keinen bedeutenden Einfluß auf die Größe der Abweichung. Somit kann 
die Näherungsmethode für Versickerungsbereehnungen vorteilhaft verwendet werden. 

Beginnt man die Berechnung des Grundwasserspiegels in einem beliebigen Zeit- 
punkte £; einer Hochwasserwelle, für den die Form ®, (x) bekannt sein muß und setzt 
man voraus, daß AR=®(xz)=0, so kann, wie sich leicht nachweisen läßt, für einen 
späteren Zeitpunkt f, geschrieben werden 

















fg F t 
ha = Crn/ (Hıı + Hr) SDa-»d9 + Cn/ HADa-dE .-. . (22), 
t 0 
wobei Hs von H,, aus gemessen wird. Werden # und x, variabel und setzt man 


ı 
V-C/W;IdD-1d0 . ..ı 0 2.2.0 (28), 
v0 
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wobei ?=Zt,, so bezeichnet V den Zustand bis zum Zeitpunkt {ı, also den Vorzustand. 
Zur praktischen Berechnung verwendet man zweckmäßig die Näherung 


v=a0(l—-}........ ..(28) 
2a] t 
wobei ? von £, zu zählen ist. 
Es kann somit nach einiger Umformung mit f, als Anfangspunkt geschrieben werden: 


t 


"= ©, (x) © ( —)+M1|1-0( —)|+ 6 [masßao. (24). 


Zayt 2ayt 


Für nicht kleine © und nicht große £ gilt als weitere Näherungsfiorm 


t 
-Dd(@)+0./MADad...... 0.0.08) 
0 
oder En 
„=h-B(&@)=C/HADbd9.... 0.0... (26). 
Ö 
Dabei ist A, von der um ®, (x) in Hr 
positiver Richtung verschobenen t- N 





Achse, das Hs jedoch von H,, aus zu 
messen (Abb. 4). 


Anwendungsbeispiele. Bei- 
spiel 1: Im oberen Laufe eines Alpen- 
flusses wurde eine Hochwasserwelle 
registriert, die dargestellt werden kann 
durch die Funktion 








Be a 
T d Ä | ’ 
mit den besonderen Werten Haax = 0 ge. ——2. 
20m, a=0,#0, T=6 Tage = [RAseZu) 
686400 sek. Vor Beginn der W elle Abb. 


herrschte der Zustandh=P (x)=0. 

Es ist der Grundwasserstand für einen 1000m vom Ufer entfernten O:ıt für den 
6. Tag nach dem Beginne der Welle nach der genauen und der Näherungsmethode zu 
bestimmen 

Es muß vor allem die Funktion J® Gl. (16) für t—= 6 Tage = 6: 36400 sek be- 
rechnet werden. Dies soll für 9 = 3 Tage gezeigt werden. 


x’ 1000? 
ei A in 2,68 
4a (t-9) 4% 0,62% 3% 86 400 
loge = 0,4342945 
log ee‘? = — 1,163909 
log 3": = — 0,715683 
log 86400”: = — 7,404771 
lo AB, — 0,715637— 10; JD, = 5,20 x 107° 


Ebenso muß die Rechnung für = 0 bis d = 6 Tage durchgeführt werden. Dann 
ergibt die Multiplikation mit den entsprechenden Wasserständen die Kurve Hy 4 ®,-n. 
(Zahlentafel 1). 

Zahlentafelı. 








$ Tage t-$ Tage | H3 | Ade-) | Hy A #9 
0 6 0,000 | 7,02>x<107'9 „ 
1 5 1,000 | 7,05% 1079 7,05 >10”! 
2 4 1,732 6,59 x 10719 11,41 %x%107 19 
3 3 2,000 5,20 x 107 !9 10,40 x 107! 
4 2 1,732 2,50x107'9 4,33 x 107 
5 1 1,000 0,13x107" 0,13 x 10719 
6 0 0 9 
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Schließlich ist die Fläche der H» JP,-»-Kurve zu bestimmen und mit 
x 1000 

Cn= — = ———_ 

2aYn 2x 0,65% Yr 

zu vervielfachen. Die Anwendung der Simpsonschen Formel ergibt 


„. 86400 ai 
Re = Con fs = 470 £ [0 + 4 (7,05 + 10,40 + 0,13) 107'% + 


+ 2 (11,41 + 4,33) 1071° + 0) = 0,151 m. 
Für die Berechnung nach der Näherungsmethode braucht man die Summe 


6 6 
6 
[wat = [p... sin "tar — [Heu (1— cos”) nn 
T 'o 
0 0 


T st 
6 x 864100 x 2,0 tx 6 
Be ee (\ — c0S - ) — 0 == 6,60 10°. 


7T 


= 470 


Mit nm 1000 
2aVYt 2>x06%xY6x 86400 
ergibt sich nach Czuber') der Wert © (1,155) = 0,8976100. Somit wird 


05) 
1 — 0,8976100 


a = 
2 
AV ne — - l ! - = 6 86400 = 1,975 > 10-7 
x 


== 1,155 


und 6 
hs = JDns / Hdt = 1,975 X 10-' x 6,60% 10° — 0,130 m. 
Ö 


Beispiel2. Es soll in der Donau bei Fischamend eine Stauanlage errichtet 
werden. Der Wehrbetrieb wird derart angenommen, daß während 210 Tagen ohne Unter- 
brechung der Donauwasserspiegel in der Entnahmestrecke um 4,0 m abgesenkt wird. 

Es ist der Einfluß auf das mittlere Grundwasserniveau der 6 km vom Donauufer 
entfernten Ortschaft Großenzersdorf festzustellen, wenn für das Marchfeld a= 1,04 an- 
genommen wird, und zwar: 

a) die Zeit, nach der das mittlere Grundwasserniveau um 1,0 m abgesenkt sein wird, 

b) die größtmögliche Absenkung überhaupt. 


Weil es sich um die Absenkung des mittleren Grundwasserspiegels handelt, weil 
man bloß das Niveau berechnen will, um welches nunmehr die vom Flusse verursachten 


Schwankungen erfolgen, so kann in Gl. (24) Hy = 0 gesetzt werden, Ferner wird der 
geringe Unterschied zwischen der mittleren Grundwasserstandskote und der Kote des 
Niederwassers vernachlässigt. Es wird ®, (x)= 0 und damit auch V=0. 

Zu a). Nach Gl. (24) bekommt man somit 


"I—4 E — o[ ut )) oder o hu. =) =0,75 und — „dnts — = 0,81. 
2x 1,04 Vi 2x 1,04 Vi 2%x1,04x] t 
Daraus ist £= 12,745000 sek — 148 Tage. 
Zu b). Die größtmögliche Absenkung wird nach 210 Tagen erreicht. Ihre Größe 
ergibt wieder Gl. (24). 


im 41 @( a )|=- 1-0 6677) 
2 x 1,04 |210x86400 = — 4 [1 - 0,662] = -- 1,352 m. 


Beispiel 3. Zum Zwecke einer näherungsweisen Bestimmung des Wasserverlustes 
an das Grundwasser ist der Grundwasserspiegelverlauf für den 1000 m vom Donauufer 
entfernten Ort Stopfenreuth, während der in Deutsch-Altenburg in den Monaten Dezember 
1925 und Januar 1926 beobachteten Donauwelle (Zahlentafel 2) zu bestimmen (a = 1,04). 

Da es sich um die Abgabe um das Grundwasser handelt, genügt die Berechnung 
für A= H. Man verlegt zweckmäßig die Basis in den Schnittpunkt der Pegellinie und 
der Grundwasserstandslinie (/7,ı = 0), das ist Kote 140,26 am 28. Dezember 1925 und 
bestimmt nach Gl. (26) mit Anwendung der Näherungsform [Gl. (20)] den Grundwasser- 
standsverlauf, bis er abermals die Pegellinie schneidet. 

Es wurde von der graphischen Lösung abgesehen und nur die rechnerische durch- 
geführt, deren Ergebnis aus Zahlentafel 2 zu entnehmen ist. 





I) E, Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Zahlentafel 2. 
y >| | 
Wasser- - aa sm = Beobach-) 
stand in H be- X are, . Bl | h. Bo s teter | As be- 
Deutsch | zogen + Xu 5 wg 2. N. . er er Grund- | zogen Suilunich, 
Datum Alten- auf die 2 h —— Au wasser- ‚auf die 
burg Basis I 2 a] { — OD — = u stand | Basis In m 
En o— 
140,26 .& T | N 140,26 
Absolute g> " N „s | Absolute 
Kote = a \ Kote 
De- | 28. | 140,33 | 0,07 7 © 1,000 7 7 4 | 140,26 7 4 
zem-| 29. | 141,47 | 1,21 0.6 1,630 0,979 | 0,021 0,021 0,01 | 140,31 | 0,05 | + 0,04 
ber | 30. | 142,33 | 2,07 23 1,156 | 0,899 | 0,101 0,051 0,12 | 140,41 0,15 | + 0,08 
1925 31. 142,41 2,15 4,4 0,942 0,817 0,183 0,061 0,27 140,58 0,32 + 0,05 
’ 142,37 2,11 6,5 | 0815 0,751 0,249 | 0,062 0,40 140,71 0,45 + 0,05 
2. | 142,23 | 1.97 | 8,6 | 0,728 | 0,697 | 0,303 | 0,061 0,52 140,84 | 0,58 | + 0,06 
3. 142,16 1,90 10,5 | 0,668 0,665 0,345 | 0,058 0,61 140,93 0,67 + 0,06 
Jün- 4 | 141,97 | 1,71 | 12,8 | 0,618 | 0,617 | 0,3883 | 0,055 0,68 141,00 0,74 | + 0,06 
5. | 141,89 1,63 | 14,0 | 0,578 | 0,586 | 0,414 | 0,052 0,73 141,04 | 0,78 | + 0,05 
Mer | 6. | 141,73 | 1,41 | 15,5 | 0,545 | 0,559 | 0,441 | 0,049 0,76 | 141,06 | 0,80 | + 0,04 
1926 | 7, | 141,49 | 1,23 | 16,9 | 0,518 | 0,536 | 0,464 | 0,046 0,78 | 141,08 | 0,82 | + 0,04 
8, 141,29 1,03 | 18,0 0,493 0,514 0,486 0,044 0.79 | 141,08 | 0,82 + 0,03 
9. | 141,15 | 0,89 | 19,0 0,473 | 0,496 0,504 0,042 0,80 | 141,11 | 0,85 | + 0,05 
10. | 141,08 | 0,67 | 19,8 | 0,455 | 0,480 | 0,520 0,040 0,79 | 141,07 | 0,81 | + 0,02 








Ein Vergleich der rechnungsmäßig gefundenen Grundwasserstände 
der hydrographischen Landesabteilung für N. Oe. beobachteten (letzte 
Zahlentafel 2) zeigt für die vorliegenden Zwecke hinreichend genaue Uebereinstimmung. 


mit den von 
Kolonne der 
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Das elektrostatische Feld zweier Kondensatorformen. ') 
Von WILHELM GÖHRE in Berlin. 


inleitung. Die Ablenkung, welche Elektronen beim Durchlaufen des elektrischen 
Feldes eines Kondensators erfahren, setzt sich aus der Ablenkung zusammen, die 
von dem als homogen anzusehenden Teil des Feldes herrührt, und aus der Ablenkung, 
Für den Experimentator ist es hierbei wichtig, den 
Einfluß des Randes genau zu kennen und seine Größe möglichst klein zu halten. 
diesen Forderungen zu genügen, hat Herr Professor von Laue angeregt, dem gewöhn- 
lichen Kondensator zwei auf das Potential Null geladene ebene Leiter vorzuschalten 
(Abb. 1), oder eine Anordnung von ebenen Leitern zu wählen, deren Schnittlinien mit 
der X, y-Ebene die Abb. 2 verdeutlicht (der Buchstabe v > Null). 
Felder dieser beiden Kondensatoren (mit der Dielektrizitätskonstanten &) untersuche ich in 


die der übrigbleibende Rand ausübt. 


der vorliegenden Arbeit. 














hy 
o ya v 
—>L 
o y\a U 
Ras | 
Abb. 1. 


| 














Abb. 2. 





Um 


Die elektrostatischen 











Abb. 3, 


Die Größen der Randwirkungen werden bestimmt und 


ihre 


Werte mit der Größe der Randwirkung eines von Helmholtz behandelten ebenen Kon- 
densators (Abb. 3) verglichen. 





!) Vielfach gekür 


Dissertation, vorgelegt der philosophischen Fakultät der Universität Berlin, 
Referenten: Prof. v. Laue, Prof. Schrödinger, 
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Hierbei ergibt sich folgendes Resultat. 

Für den in der Abb. 1 dargestellten Kondensator hat der Einfluß des Randes auf 
ein Elektron den kleinsten Wert, für den durch die Abb. 2 gekennzeichneten wird dieser 
Wert etwas größer. Im Helmholtzschen Fall erhält man für die Größe der Randwirkung 
keinen endlichen Wert, wenn die Kondensatorplatten in einer der beiden Richtungen der 
reellen Achse unendlich ausgedehnt gedacht werden. Bei endlicher Länge der Konden- 
satorplatten hat der Einfluß des Randes auf ein Elektron einen endlichen Wert, der größer 
ist als die beiden zuerst genannten Werte. 


Erstes Feld (Abb. ı). 


1. Die Bestimmung der zueinander konjugierten Potentialfunktionen 
v(z,y) und 9 (x,%y) des elektrostatischen Feldes im Parallelstreifen — a=y = -+.a 
der x, yEbene'). Wir wählen in der komplexen w-Ebene ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system 2, ws und ein System ebener Polarkoordinaten e,,%. mit übereinstimmenden 

positiven Drehungsrichtungen, deren gegenseitige 
% Lage die Abb. 4 kennzeichnet. Dann schlitzen wir 
| Ss die w-Ebene längs der negativen Hälfte der reellen 
A’ Achse auf, verbinden den veränderlichen Punkt 
fr P (wı, ws) mit dem Anfangspunkt 0, mit dem Punkt 
‘ P(wı=—1l,wa=0) und betrachten die Winkel y 
+19. # IX 2} und #, (Abb. 4). 
SH — Rückt der zunächst in der Halbebene J(w) > 0 
y— 7 üc er zun e 
7 1 befindlich angenommene Punkt P(wı,ws) in das 
Geradenstück I., so nehmen die Winkel 9 und 9, 
Abb. 4. beide den Wert z an. Rückt er in das Geraden- 
stück IIl., so nimmt % den Wert 0, 9, den Wert z 
an. Befindet sich der veränderliche Punkt in der Halbebene J(w) <0 und rückt er in 
das Geradenstück IIl., bzw. IV., so nehmen die Winkel 9 und %, die Werte 0 und 
a, bzw. —r an. Auf der positiven reellen Achse wird 9 = 9,— 0. 

Der Tangentialsatz, angewandt auf das Dreieck OPP', liefert, da «= 9. — @ ist 

für y den Ausdruck 


P[mw, m;) 


A 











[@u—1, 


Fo | 
to le 
+ "2 |’ 


Po 
= r —+ arctg 


2 an vi 
2 zu Ver- 
2 


. “ . wow —1 m > . ” 
hierbei sind unter dem Zeichen arctg |‘ ‚te 3 diejenigen Zahlen 
Oo + - 


. 2 Be, _ Dame 1 Fo . 
stehen, welche der Hauptbedingung tg . = tg = und der Nebenbedingung 
Oo + 


T 29 —U. 


. - genügen. Bezeichnet r den Abstand der Punkte P und P', so wird 


MER „u Fe 1er WET 
Dann ist die Funktion 
‚Ner+i0|- _ 1g[9? + 2° Qu 0089. + 1] + 
7I sn 
en + arct ( — t& > no + A: e 
. . . — q a 
2 8 + ” 3 | 


analytisch im Innern der aufgeschlitzten w-Ebene und 


(0, un)= kl’ +23 ed. +1): . .» ..:. 0) 
T 
/ V Fu Oo — 1 Fo 1a 
ww, WW.) = . + arci (‘ -t ) ni u 
I \ ” 7 | 2 8 QOw + 1 8 2 ] 


sind darin reguläre, zueinander konjugierte Potentialfunktionen der Veränderlichen ı\,, 3. 
Das gilt auch noch für die Geradenstücke ],., II. und III., IV. mit Ausnahme der Punkte 
w=0(, w=— 1 und dem unendlich fernen Randpunkt, sobald man sich die aufgeschlitzte 
Ebene und jene Funktionen über diese Geradenstücke fortgesetzt denkt. 


') Im folgenden (Erstes und Zweites Feld) soll der Ausdruck a’? (a > 0, reell, pq > 0, rational) 


p 
'lga 


stets den Wert e? bedeuten, (r=1ga soll die einzige reelle Lösung der Gleichung e"= «a bezeichnen), 
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Die Funktion: 
ce ri y= a -loegw—= s [g 0a +39.) , (— 7 AR +7) . . (4) 
7T 7T 
bildet die längs der negativen Hälfte der reellen Achse aufgeschlitzte w-Ebene umkehrbar 
eindeutig und konform auf das Innere des von den Parallelen y=— a und y=-+a be- 


grenzten Streifens der %, %-Ebene ab (Abb. 4 u. 5). 


Führen wir die aus Gl. (4) folgenden Beziehungen p, = e“ Fe 
wird die Funktion: 


‚9%.=n/a-y ein, so 


) 


. Ü % a* ge; ‚3 7 
var gle * +rre 005 (" y) +1 + 
YARL a 





























u I (5) 
u» In er —1i m If 
+2: . -Yy-+arctig tg f "Y 
nt j’ a Zip 2a ] \ 
RX |. ri a 
analytisch im Parallelstreiffen — a=y=-+.a der x, y-Ebene mit Aus- 7 7 
nahme der Punkte ?=(, y=-+a und 2—=(0, y=—-a und den unend- 7 AR} AR 
lich fernen Ecken. An den begrenzenden geradlinigen, ebenso wie die % 
Geradenstücke benannten Leitern ]J,;,, II;,,, IIL,,, IV.,, nimmt g(z, y) " 
deren Randwerte v,0,0, —v an. Auf der reellen Achse wird g (x, y) = 0. = yr? - 
In den Punkten 2=0, y=-+a, bzw. =(, y=—a kann die Poten- xy zy 
tialfunktion p (X, y) bei geeigneter Wahl der Art der Annäherung alle BAscZ 
Werte von 0 bis +v bzw. — v bis 0 annehmen und im Unendlichen h 
alle Werte von —v bis v. u 
2. Verlauf der Kraft- und Niveaulinien. Lösen wir die Gleichung der 
Kraftlinien 
2 Be x E. x i 
lgle a + 2.0 cos (7y)+1]=%, [-©...k...+®] 
2°n a ') 
nach y auf, so erhalten wir 
BETT Fr | »[+-2%] | - 
a e ve _e {4a — 1 a el. a ER 
y= - ATCCOS — 2 ——l- - arccos — Cos | An s 
Tt 4 7ı 2 La 
2e4 
Mi e i - a 
2-2] 
v a 7 E 
hierbei haben wir unter dem Zeichen arccos : — Cos | E 2] in der oberen 
3 a 





Hälfte o=y=-.a des Parallelstreifens —a - y°--+.a der &,y-Ebene diejenigen Zahlen 
a/a:y zu verstehen, welche die Hauptbedingung 


2 r 
| Ze 
it  % e r d . IT 
cos ( y) == — — Gos (>- %) 
a 2 a 


und die Nebenbedingung 0 =r/a-y=-+n erfüllen, in der unteren Hälfte — a = y=-0 
diejenigen Zahlen z/a:y, welche dieselbe Hauptbedingung, aber die Nebenbedingung 
— na <Znrja.y=0 befriedigen. 

Eine analytische Untersuchung dieser Gleichung ergibt für den Verlauf der Kraft- 
linien folgendes Ergebnis: 

In der oberen Hälfte 0 = y=-+a des Parallelstreifens beginnen die Kraftlinien 
%k <0 auf dem geradlinigen Leiter I,,, in den Punkten 2=a/z.:\g(1 + ec), y=-+ a 
und endigen auf dem geradlinigen Leiter Il,,, in den Punkten 2 = a/nz :-1Ig (1 — e"'’-*), 
y=-+a. Für a/n-Ig|ı — er/"-k) <x<a/r:1Ig|ı + e*”-*] verlaufen sie nach unten konvex 


21 —.k 
und sind in bezug auf die Parallelen x — ne g|ı —_e vo |, die sie in 
7T 


wid 


a 2 = u 7T a ( 2 - Ak 
y=  +arecos\— Yı ev ‚2 <arceos\— Yı-e: <nı 
; 7T 


senkrecht schneiden, symmetrisch. Für den arccos gilt in dem abgeschlossenen Intervall 
die Bestimmung 
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2 x 
7T Pr *.| " - @ | x a 7T ] 
< arccos |e ( | x 7. 
2 a _ 





Die Kraftlinie, für welche %k kleiner ist als jede noch so kleine negative Zahl, 
schrumpft auf den Punkt =, y=-+a zusammen. 

Die Kraftlinie k—= 0 beginnt hier auf dem geradlinigen Leiter I, „ im Punkte 
v—=a/n-|g2,y= a. Sie verläuft für ©<a/r:]g2 nach unten konvex und nähert sich 
mit unbegrenzt abnehmendem X der Parallelen „= o/2 asymptotisch. Ibr entspricht die 


Funktion 
a er/a.x “ _ Pr“ 
y-.—: arccos | — _ + - es — = = tn. 


Das Entsprechende gilt für die Kraftlinien % —- 0 in der unteren Hälfte — a y — 0 
des Parallelstreifens. 

Die Kraftlinien k > 0 beginnen auf dem geradlinigen Leiter I,,, in den Punkten 
x = alalg|e””-*+1], y=a und endigen auf dem geradlinigen Leiter IV,, in den 





Punkten = a/z:1z[|e"” +1], y=--a. Sie schneiden die x-Achse senkrecht in 
x = aln)g [e” ok — |] 
a [ 2 — a 2—.k 
Die Punkte x: lgle’ —1ı|, y=al2 bzw = Iglie’ — | j 
2 E an 
y— — a/2 sind Wendepunkte. In der oberen Hälfte 0 = y=-+ a verlaufen diese Kraft- 
ns u f2—.% a — | 
linien für "ec gie |; .< JIgle’ +1), al2<y<oa nach unten konvex, 
2 L gt 

.. © -+k a 2—.K 
für -]g le’ 7 204 2 £ En |, 0=y<.a/2 nach unten konkavy und 

TI 2n 
: . : a [ 2 —.k 
sind in bezug auf die Parallelen r = Je ie .—— | oder auf y=.a/2 entgegen- 

32-n ; 
gesetzt symmetrisch. Hier gilt die Bestimmung 
) 
rn w Eu nd 
© ! a 4 
0 arccos — Cos| . e| +7. 
2 La 


Entsprechendes gilt für den Verlauf dieser Kraftlinien in der unteren Hälfte — a=y=0 
des Parallelstreifens. In hinreichender Nähe des unendlich fernen Randpunktes in der 
positiven Richtung der reellen Achse kann nach (5) w (x, y) = v/a: x gesetzt werden. Das 
Kraftfeld wird homogen. Die Auflösung der Gleichung der Niveaulinien 
) u ’ [eria.x — 1 7 N ' 
t | nı Yy Hareig | ‚tg |,” „|||=#, I-v...k-+v] 
2a 


n |2-a era.c +1 
nach y ergibt y = a/z » arcs'n [sin [7/v K|-e="“®| + a/v-k. In der oberen Hälfte 
0°. Y a des Parallelstreifens wollen wir unter dem Zeichen aresin [sin [7/v-k'|-e=-*«-*| 
diejenigen Zahlen z/a-y-- rz/v:k verstehen, welche die Hauptbedingung sin |z/ay — 
z/v-k| = sin |r/v-k|-e="“-* und die Nebenbedingungen 0 — r/a-y—nr/v-K + n/2 
bzw. + 7/2 ala: y— z/v-k':- + nr erfüllen. In der unteren Hälfte — a y= 0 wollen 
wir unter diesem Zeichen diejenigen Zahlen z/a-y— z/v-k verstehen, welche derselben 


Hauptbedingung, aber den Nebenbedingungen — z/? = r/a:y— a/vk' = 0 beziehungs- 
weise - a nz/a-y— nlv:-k = — n/2 genügen. 


Die analytische Untersuchung dieser Gleichung liefert für den Verlauf der Niveau- 
linien das Ergebnis: 

Die Niveaulinie 0 bildet die «Achse mit den geradlinigen Seiten Il, „ und III, „. 

Die Niveaulinien 0O<k <+v/2 liegen in der oberen Hälfte 0= ya des 
Parallelstreifens und haben den Punkt z=0, y—=-+.a gemeinsam. Sie verlaufen für 
a/a+)g|sin (zv-k')) 2°. 0 in bezug auf die Parallelen y=a/2 +a/v:%k symmetrisch 
und zwar füra2-+a/v:k <y:-a nach unten konkav, für 2’ a/lv-K"Zy<a/l2+alv:k 
nach unten konvex. In den Punkten x = a/zIg |sin (z/v‘K')|, y=a/2-+alv:Kk' haben sie 
zur y-Achse parallele Tangenten. Für x-:0 verlaufen sie weiter von den Punkten 


2 ’ ” ” 

z—=0, y- ©. X ausgehend nach unten konvex und nähern sich mit unbegrenzt wachsen- 
v 

dem x den Parallelen y—= “-:k' asymptotisch. Im Intervall a/z : Ig [sin (z/v- K))=r< 0 


U 
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gilt für den arcsin die Bestimmung + 7/2 = are sin [sin (z/v-kK')-e-"“-"|<nr bzw. 
0 < are sin [sin (z/v * k’) - e="/“-*<]— + 7/2, im Intervall z< 0 die Bestimmung 
0 < are sin [sin (= 


ba 2 ar y4 
. k') r P Bu na . 2] <— n t ' u . 
V 2 


Die Niveaulinien v/2 =k'<v haben gleichfalls den Punkt 2—=0, y= a gemeinsam 
und verlaufen in der oberen Hälfte des Parallelstreifens Für ihr Intervall 2 = 0 ver- 
laufen sie nach unten konvex und nähern sich mit unbeschränkt zunehmendem z den 
Parallelen „= a/v  k' asymptotisch. Der arc sin wird definiert durch 

0 < are sin [sin (” %) era.) —, 
V 2 
Zwischen den Funktionen dieser Niveaulinien und den Funktionen der Niveaulinien 
0<k<v/2 bestehen für 2 <0die Beziehungen 


> 
U 
-Kk'. 


y(a,v-k)—y(2,k)+a— 
Analoges gilt für die untere Hälfte — a: y-.0 des Parallelstreifens. Für x > 0 
kann y (z,y)=v/a'y gesetzt werden. 
3. Zeichnung der Kraft- und Niveaulinien. Wir bemerken zuvor, daß der 
Punktmenge a AR a ur ne 
em 12 | sin (” x‘) |, as: ar k, 0 k 7 
der x, y Ebene in der wı, ws-Ebeae der Halbkreis (w, + '/)’+ w,’ = '/, entspricht. 
Der kürzeste Weg, bei vorgegebener Breite a das 
Bild der Kraft- und Niveaulinien zu erhalten, ist folgender: m | 102 
Wir ziehen zuerst um den Punkt wı = — !/a,, wa — 0 
im zweiten Quadranten der w;, wa -Ebene den Halbkreis mit 
dem Radius '/s.. Dann zeichnen wir die Kraft- und Niveau- Rn 
linien in diesem Quadranten und zwar 50, wie es in der Ba 
Abb. 6 geschehen ist. Wir haben also konzentrische Kreis- 
bogen um den Punkt wı = — 1, wa =(0 zu ziehen, deren 
Radien r eine passend gewählte geometrische Reihe r=1, Aasıze) 7 ae 
e*=’ e*?’,,..!) durchlaufen sollen, und von diesem Punkt 
ausgehende Halbstrahlen, deren Neigungswinkel 9 eine ge- Abb. 6. 
eignet gewählte arithmetische Reihe 


IT 7t TC n— 1 
y=l, 2)» ER erh 7 u 7I 
n 











’ Ki 9 ’ 9) ) ) 
n £ n 


(n gerade, positive Zahl) bilden sollen. 

Dann berechnen wir mittels der Beziehungen z=a/n-1lgo.', Y=a/r-%, die 
Bildpunkte ?, %, die den Schnittpunkten und Punkten o., 9. der gezeichneten Kraft- und 
Niveaulinien entsprechen. Beachten wir nun die im Abschnitt 2 erwäbnten Ergebnisse, so 
können wir die Kraft- und Niveaulinien im ganzen Parallelstreifen —a°-y° + zeichnen. 

Wir können aber auch fast ohne jede Rechnung das Bild dieser Linien bekommen. 
Wir zeichnen zuerst die Kraft- und Niveaulinien im ersten und zweiten Quadranten der 
wı, Wa -Ebene. Diese beiden Quadranten teilen wir durch die Halbstrahlen ”",„ durch 0 
und konzentrische Halbkreise o, um O0 in ein Netz hinreichend kleiner Flächenstücke ’). 
Vermöge der Beziehungen X = a/z-1go., y=a/rz-%, erhalten wir dann eine Einteilung 
des Parallelstreifens 0 = ya der X,y-Ebene in kleine Rechtecke durch Parallelen zur 
x- und Y-Achse. Dann können wir die im ersten und zweiten @Quadranten der wı, ws- 
Ebene liegenden Kraft- und Niveaulinien auf den ganzen Parallelstreifen übertragen’). 


) Die Werte für r und ebenso für x=anr:-]lg0o%» können wir den »Fünfstelligen Tafeln der 
Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen e” und e”” mit den natürlichen Zahlen als Argu- 
ment« von Hayashi (Vereinigung wissenschaftlicher Verleger) entnehmen. Da der Radius jedes Kreis- 
bogens die mittlere Proportionale zwischen den Radien der beiden benachbarten ist, so lassen sich diese 
auch geometrisch konstruieren, sobald man die Radien zweier aufeinanderfolgender Kreisbogen als ge- 
geben annimmt. 

2) Diese Einteilung der wı, w;-Ebene kann durch Halbierung der Winkel 9. und Einschalturg 
neuer konzentrischer Kreise 0„ zu beliebiger Kleinheit der Flächenteilchen fortgesetzt werden. 

3) Bei einer solchen Methode empfiehlt es sich, den beiden Linienscharen, welche die Netzein- 
teilung hervorbringen, je eine Numerlerung zuzuordnen. Durch diese beiden Numerierungen sind dann 
die Schnittpunkte dieser beiden Linienscharen stets eindeutig bestimmbar, wodurch die Uebertragung 
der Kraft- und Niveaulinien von einer Ebene auf die andere erleichtert wird. 
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Die Verwendung der Gleichung der Kraftlinien und 
der Gleichung für die Niveaulinien (Abschnitt 2) ergibt 
noch andere Wege zur Gewinnung dieser Linien. 

Abb. 7 zeigt das Bild der berechneten Kraft- und 
Niveaulinien, wenn a=7r gewählt ist, und die Differenz 
zweier aufeinanderfolgender k Werte v/z - 0,2, die zweier 
aufeianderfolgender %k-Werte v/z - 15°’ —= v/r - 0,2618. 


4. Die Feldstärke, Ausdrücke für die Flächen- 
ladung. Für die Komponenten der Feldstärke im Inneren 
und an den begrenzenden geradlinigen Leitern des elektro- 





statischen Feldes im Parallelstreifen —a=y=-+a der 
x, y-Ebene, ausschließlich der Punkte =0, y=a und 
”=(, y=--a und der unendlich fernen Eoken, ergeben 


Abb. 7. sich die Werte: 


: [a ] 
u - sin y 
L a J 


- - (6), 
“ 2. x ns [ ] 
e “4 +2 ’e" cos yı+l 
La 
TT f Tt 
| u 7 | 
+ .1.8* t cos [ y) 
” Ü 
F,— E (7). 
G 2. . HB - ME [rn 
e 4 Pr 2 .€% .cos| -yı-+l 
La 
In den Punkten © —=0, y—=a und 2=(, y= —.a berühren sich zwei geradlinige 


Leiter und ein ebener Isolator. Die Richtung der Feldstärke wird hier unbestimmt. Ihr 
absoluter Betrag nimmt bei geeigneter Wahl der Art der Annäherung an diese Punkte 
Werte an, die größer sind, als jede noch so große positive Zahl. Bei unbegrenzter An- 
näherung an den unendlich fernen Randpunkt in der positiven Richtung der reellen 


Achse wird S_,—=r/a. Bewegen wir uns unbegrenzt in der negativen Richtung der 
A © ’ UV 1 
”-Achse, so verschwindet &. Auf der reellen Achse wird &.-, = - 
a — x 
a... 


Wir diskutieren die Feldstärke an den begrenzenden geradlinigen Leitern. Zuerst 


betrachten wir den auf das Potential » geladenen Leiter /.,. Die Feldstärke &-, wird 
N 


5 


hier gleich Bei unbegrenzter Annäherung an den Punkt 7 =I0, y=a 
z - | 


1 e a” 
nimmt sie positive Werte an, die größer sind als jede noch so große positive Zahl. Mit 
unbegrenzt wachsendem .v nähert sie sich beständig abnehmend dem Grenzwert v/a. 
An dem auf das Potential 0 gehaltenen Leiter //,,, hat die Feldstärke die positive 


Richtung der %-Achse und 6., wird gleich Nähern wir uns dem Punkt 


a — .T 
—-. 9 
“—0, Y =a unbegrenzt, so nimmt sie negative Werte an von beliebig großem absolutem 
Betrag. Mit unbegrenzt abnehmendem x konvergiert sie beständig zunehmend nach 0. 
Entsprechendes gilt für die auf die Potentiale —v,0 geladenen Leiter /V, „ Il, y: 
Für die an dem Flächenstück b 2 ce, y=a, d:. z2=e, (b>0) augehäufte 
positive Ladung erhalten wir den Ausdruck 








f L r a 1 e a ge 
. [e — d . Le b] Me in le > Tr Wr (8) 
ia a I “ h 
Er it; u. nn 
und für e>0 
In 
FE l ad A 
. - le d (te - | — -Jo| 1 —e er u 9). 
4 rn a N! | j 17T o = ( ) 








5, Die Randwirkung des „Ersten Feldes“ auf ein Elektron, der Vergleich 
mit der Helmholtzschen Lösung. Wir denken uns jetzt ein Elektron, welches mit 


konstanter, in die negative Richtung der reellen Achse weisender Anfangsgeschwindigkeit 

















Band 10, Heft 6 ” ‚ . r ’ 
Dezember 1930 Göhre, Das elektrostatische Feld zweier Kondensatorformen 553 


q auf dieser in das Feld eintritt, und bestimmen die Ablenkung, welche von dem in- 
homogenen Teil des Feldes auf das Elektron ausgeübt wird. Im vorliegenden Fall wird 
der Wert dieser Randwirkung, wie man ableitet, durch den Ausdruck 


dy e ı f - 
= . E.. dx 
3, >% m = cs 


bestimmt, sofern die Winkel-Ablenkung klein bleibt, was beim Versuch stets der Fall ist. 
Für das Integral (c2> 0) erhalten wir — _..6. 
a 
Aus dem Bild der Kraft- und Niveaulinien (Abb. 7) erkennen wir, daß wir schon 
für <= a das Feld mit großer Annäherung als homogen ansehen dürfen. Die Abweichung 
von der Homogenität des Feldes beträgt nach (5) für =a und 4=0 bis auf einen 
Faktor v 


e 


- —= 0,014. 
7T 
Das ist ein hinreichend kleiner Wert. Der Wert der Ablenkung wird dann 
Fi a an a 
dx le >-» mn q“ 


Wir bestimmen nun den Einfluß des Randes auf ein Elektron für einen von 
Helmholtz behandelten Kondensator (Abb. 3)'). 

Zuerst denken wir uns die beiden Kondensatorplatten in der negativen Richtung 
der reellen Achse bis in das Unendliche ausgedehnt, wie es auch Helmholtz getan hat. 
Bedeutet g die Potentialfunktion, w die zu ihr konjugierte Funktion, so lautet die Lösung 
von Helmholtz 


- - 


—— + - v+er cos(”-e)]|, y-- dg+er sin (” r)| (11). 
TU V Ü IT V Ü 


Nimmt hierin % unbegrenzt ab, so müssen die zugehörigen X%-Werte, wie man aus der 
ersten Gleichung erkennt, ebenfalls unbegrenzt abnehmen. Für X gilt dies auch dann, 
wenn % unbeschränkt wächst und g= + v gesetzt wird. Wählen wir g = 0, so müssen 
bei unbeschränkt wachsendem % die zugehörigen x-Werte gleichfalls unbegrenzt zunehmen. 
Den Werten v=(0, 9= tv entspricht der Wert —=0, y=+ta, den Werten w= 1, 
—=0 der Wert =2-a/rz. Wir erkennen, daß für diesen Fall die Berechnung der 
Randwirkung auf ein Elektron keinen endlichen Wert mehr ergibt. 
Um einen endlichen Wert für die Randwirkung zu erhalten, denken wir uns die 
beiden Kondensatorplatten auch in der negativen Richtung der reellen Achse endlich 
ausgedehnt. Es genügt, wenn wir für die Länge 20 -a wählen. Bei der Berechnung des 


2 


Integrals | $-,dx müssen wir soweit in den Kondensator hineingeben, daß die Abweichung 
c 


—— 


vom homogenen Feld den oben bestimmten Wert v: “  picht übersteigt. Sonst könnten 
7T 


wir hernach keinen vernünftigen Vergleich zwischen den Größen der Randwirkungen an- 
stellen. Es muß also sein 


‚! 


om y.-—», = — a:0,668. 
Dann haben wir noch den positiven w Wert zu ermitteln, der den Werten = — 10-a, 
9=-+ v entspricht. Setzen wir angenähert —= — I .e® ‚so wird 9 — E Jg (10° n). 
77 7T 
Der Einfluß des Randes auf ein Elektron hat dann für diesen Fall die Größe 
A e » 
 — . — +: 2,097 u re a er 12). 
F 2—>% mg (18) 


Auch bei endlicher Länge der Kondensatorplatten bleibt die Randwirkung größer als in 
unserem Fall. 


I) Diese Untersuchung findet man in seinen Vorlesungen über Elektrodynamik und Theorie des 
Magnetismus, herausgegeben von Otto Krigar-Menzel und Max von Laue (Verlag von Johann 
Ambrosius Barth, Leipzig). 
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Zweites Feld (Abb. 2). 


1. Die Ermittlung der Abbildungsfunktion der aufgeschlitzten ı,, w,-Ebene 
auf den kreuzförmigen Streifen der x,y-Ebene')?. Der Schwarz-Christoffel- 
schen Formel gemäß liefert die Funktion 

q 

C+iy=(: — 1 ge=oy re", 0ZS9,<+n, € positiv reell] 

J gdr-li-g 

die konforme Abbildung der Halbebene J(g) = 0 (Abb. 8) 
9: u er auf das in Abb. 9 dargestellte Dreieck der x, y-Ebene. 
| k; gel Den auf der reellen Achse der g-Ebene liegenden Punk- 
71? 7 0 : ten 0, 1 und dem unendlich fernen Punkte entsprechen 
ee En dabei die Eckpunkte des Dreiecks mit den zugehörigen 
x | > Außenwinkeln 3 » z/4,r,z/4. Die Abbildung ist umkehr- 
bar eindeutig und konform ausschließlich der drei ausge- 


zeichneten Randpunkte. 
3 


g’ı (1-9) 
über einen kleinen Halbkreis um q9=1 mit nach Null konvergierendem Radius und er- 








Qm 


Abb. 8. Abb. 9. 


C bestimmen wir aus der Breite a des Dreiecks durch Integration von 


halten C — ° : 


7T 
Wir rationalisieren das Integral 


1 
cr +iy= - ne .dq 


durch Substitution von g=p"' und bekommen schließlich 


af I+g 1 1+igua 
2riy log (tt) Log (titel 
n L  \1-gü i 1—iga 
Spiegeln wir nun in bezug auf das Geradenstück d.,, bzw. d,, setzen g=u°, 50 


liefert die durch analytische Fortsetzung eindeutig bestimmte Funktion 


u 


a f du 2:a 1+u' 1 1+i-ue 
ct y=2- : = 10g ( )+ -10g ( | 
RT / u 2-[t- uw rı | ”- \1—ul i »\1—i-u ‚) 


zT u“) 
V 


die konforme Abbildung der Halbebene J(w)-:0 auf den nun entstandenen Schenkel 
der ©, y-Ebene. Die Zuordnung der Randlinien zeigen die Abb. 10 und 11. 

















Y e 
f zy 
U> / & U 
j xy r 4 
N) aral 9 
n Pr U, ner y 
HIST - 2 RE Ta 
u U u U nu d V U U U 
KAB0. m Rain  CY RAsoz x) 
Abb. 10, Abb. 11. Abb. 12. 


Durch u= _" erhalten wir die konforme Abbildung der Halbebene J(v) > 0 

2—v 
auf die Halbebene J («) 
überführt. (Abb. 10, 12). 


Dann bildet 


34 £ UV 
® {+ 14: 
a 2 —v 1 2—Dv 
+ un 


0, welche die Randlinien b,, c,, e,, f, in die Randlinien d,, C., &u, fu 


dv 











a 
s+tiy=- = = 
FERER — MR; 1 :y : 
. ( 0) 2—v 2—v 2—v 
( . 


I) Abb. 13, 14. 
39) Fußnote Abschnitt 1, erstes Feld 
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die Halbebene J(v) = 0 konform auf den Schenkel der %,y Ebene ab Spiegeln wir jetzt 
an den Geradenstücken f,,,, f‚, setzen wir v—= w?, und wenden wir dann noch einmal 
das Spiegelungsprinzip auf die nun erhaltenen sich entsprechenden reellen Achsen der 
x,y- und w-Ebene an, so liefert die durch analytische Fortseizungen eindeutig definierte 
Abbildungsfunktion 











2 / u % 
w ı/ w 

Wr MEN, fi 

P a 3—-w a zw’ > 
c+Hıy= „du=—- log u (13) 

7t 1—w? 1 1/ w” s 1/ w* 

0 Em qg 1—iV 17} 

_ 2—ıw 2— u” — 








die gewünschte konforme Abbildung der aufgeschlitzten w-Ebene auf den kreuzförmigen 
Streifen der ©, y-Ebene (Abb. 13, 14). Sie ist umkehrbar eindeutig und konform mit Aus- 
nahme der acht ausgezeichneten Randpunkte und bezüglich der Achsen beider Ebenen 
symmetrisch. 

Zur Bestimmung der in (13) auftretenden Wurzeln und logarithmischen Ausdrücke 


1+p „_ıI+rip 
‚t= 


betrachten wir die Abbildungen u = z ...r p= Vu, = ‚f=aln:.logs 























1—p 1-ip 
1 
und g=a/n- —logt. Yy 
1 e 
u 94 
$ 
ara ara 
0 ni A Au 
n 7 3 L 
-a-a-ljaaı £ 3 
N h ; gr c 
NUR mW |; RE r 2 —4l En REN 
7 L d 2 ul I Zi % 
$ v ' nu > P 4 Ty m u 
Abb. 13. Abb. 14. Abb. 15. 
) 
w 
u. ; bildet die Halbebene J(w)= 0 auf das Exemplar A, die Halbebene 
— uw 


J(w)=0 auf das Exemplar B der «-Ebene ab. (Abb. 15, 16). 


Durch p = Yu wird dann die aus A* und B* bestehende aufgeschlitzte, zwei- 
blättrige Fläche auf die ganze p Ebene abgebildet (Abb. 17). Es gilt also 
‚Bu 


= 


p=Wr-e ’, 0S9,=<+2:7 für das Exemplar A, 


d 
[4 +» | 
ı ESS 





























p= Wie „=—+2:nr für das Exemplar B. 
Die Funktion s= we führt die Halbebene J(p) = 0 in die Halbebene J (s) 0, 
die Halbebene J(p)=0 in die Halbebene J(s)= 0 über. (Abb. 17, 18). 
! Rz 
I e 
r Ir .. 
R 
R c 
B tu: —— 1 nn $ 
. l J iLb m — 
Ba BE a n > 5 N 5 
— II —. > 
I d I m kjhl 
FiR2 6) 2 & RAsozı R R 
Abb. 16. Abb. 17. Abb. 18. 
1+6 
== h A ergibt die Abbildung der Halbebene J(p) > 0 auf das Innere des 
— 1. 


Einheitskreises der ?-Ebene, der Halbebene J(p) < 0 auf das Aeußere desselben 
(Abb. 17, 19). 
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Die s-Ebene wird durch 


=" -logs= [lege +9], — ı<I9, <+n 
TI TU 
auf den in Abb. 20 dargestellten aufgeschlitzten Paralleistreifen abgebildet, die {-Ebene 
mittelst “o% u 
gm ‚logt= -— llogr. +39, —n zu, _4+n 
an 1 7U 1 
auf den aufgeschlitzten Parallelstreifen in Abb. 21. 
17 
yY e 
gr 3 h7 
h : 
A Es 




















N 
TI 
£ 

















Abb. 19. Abb. 20. Abb. 21. 


Durchläuft nun w die den Schlitz der w-Ebene bildenden Geradenstücke im Sinne 
der in Abb. 13 durch Pfeile angezeigten Richtung, so durchläuft die aus obigen Ab- 
bildungen entstehende Bildgröße +? y=f-+g die entsprechenden, den Rand des 
kreuzförmigen Streifens der x, y Ebene bildenden Geradenstücke im gleichen Sinne (Abb. 14). 
Die verlangte konforme Abbildung durch die obige Funktion (13) wird also erhalten, wenn 
für die vorkommenden Wurzeln und logarithmischen Ausdrücke die näheren Bestimmungen 


| "U oemne 2, 0<9M,=Z+2-7 für die Halbebene J(w) > 0; 
> w ‘ 


Y 
1 u 
V. le 0=0,=+2'7 für die Halbebene J(w) = 0; 








)) w? - 
‚2 
1 + | n 
2— w* 2 
log — lg 0, + 2 N . u | Be Q, +7 
w” 
| 
nn 2 - v— 
w° 
1 +ı | 
2 - w’ 
log — |ekyati dd, —azs9SsH+Hn 
i w* 
1 — | 
Eu —- wi 





getroffen werden. Die Auswertung dieser Abbildungsfunktion ergibt für die numerische 
Auffindung eines Wertepaares 7,%, welches einem vorgegebenen Wertepaar _., 9. ent- 
spricht, die folgenden Bestimmungen: 
0, = arctg | EEnE- |, 
L2c08[2-Iu]— ou?" 
hierbei lassen die Vorzeichen von 
2 sin [2%,| und 2-cos [2 9,.]— e.? (15) 
zunächst die Lage des Winkels innerhalb der vier Quadranten erkennen, dann 
vollendet die Gleichung de 2 sin [2 9. 
al? - I] — Qu? 
und die Bedingung 0. - Ü +2. (Abb. 15, 16) die Bestimmung; 
Pu I \ 
d,= - bzw = 7 +n, | 
je nachdem sich ? (o., 9.) in der Halbebene J(w) = 0 oder J(w) = 0 befindet \ 16); 
(Abb. 13); 
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Oo - 
(=; Te | ar ZI ee EI (17); 
Vo. — 4: 0u%* cos[2 Po) +4 
die Ausdrücke 
@—=1-+0,?+ 20, sind,, v=(1- 0,)” + (20, sin 9,)? (18) 
P=1+ 0," — 20, 608 9, = (1 -o ”+ (2% " 608 0,)° 
und ihre Logarithmen: 
[2-0,-sin 9, 
9, — arctg | ——? —— |. — n<ö9,=+ nr (Abb. 18) 
L_ 1—0p° 
L w . (19); 
fi | ” cos Ip N ( \ \ 
0, = arctg L F -N Q, + zz (Abb. 19) 
L 1-0? | / 
= (a gr—lgß+9, y=“[ga—'n1g6+9]" + (20). 
TU 7 ) 


Aus der Integraldarstellung der Abbildungsfunktion gewinnt man Reihenentwick- 
lungen, die in eindeutig bestimmten Umgebungen der acht singulären Punkte der aufge- 
sehlitzten w-Ebene, abgesehen von diesen Punkten, analytisch sind. Der Konvergenzradius 


der im Endlichen liegenden singulären Stellen hat den Wert /2 — 1, der beiden unendlich 


fernen Ecken den Wert V2. 

Ihre Umkehrungen sind analytisch in den Umgebungen des kreuzförmigen Streifens 
der &,% Ebene. Die Konvergenzradien bzw. Konvergenzbereiche der unendlich fernen 
Eckeu sind 2a bzw. 2 >a, —a=yz+a, und y >a,—-ar— ta. 

Die Entwicklung in der Umgebung des Nullpunktes der ıw-Ebene gestattet eine 
genaue Fehlerabschätzung bei Beschränkung auf eine endliche Anzahl von Gliedern. 
Der Kürze halber begnügen wir uns mit dieser Mitteilung. 


2. Reihenentwicklungen der zueinander konjugierten Potentialfunktionen 
w(z,y) und y(xz,y) des elektrostatischen Feldes im kreuzförmigen Streifen der 
x,y-Ebene. Wir entnehmen für ein elektrostatisches Feld in unserer aufgeschlitzten 
ı Ebene mit den der Abbildung entsprechenden Randwerten aus 1 (Erstes Feld) den Ausdruck 


D - . Ü Das Ow 1 Fu v [ ] 
lg lo. +20. 008 9, +1) +i'— - + arctig ( "tg ) = Jog|o +1], 
2° gt 2 Nu +1 2 /. JI 
7T Oo —1 Fo TT ‚ 
— arctg | tg—i=-+ Inn = +ml. 
9 g E s 4 2 ] g? | j | 
a i i . V 222 
Dann ist v(z,yJ) mi g(It,Y) = log[we #+iW)+1]. :. . .» ..0ı) 
7T 


diejenige im kreuzförmigen Streifen der X, % Ebene, einschließlich des Randes mit Ausnahme 
der acht Eckpunkte, analytische Funktion, deren imaginärer Teil die Lösung der ersten 
Randwertaufgabe für das hierin befindliche elektrostatische Feld liefert 


Für die Umgebung +: y <a: V2 erhalten wir die Darstellung 


v(ay)+iga)= E [0- + .0’— :Q’-+.. | + Au 
ii zu 2 12 160 ] 
zt 1 r : 
. ——:|@+3:9%] gesetzt ist. 
a I)» y 2 
Im Halbstreifen 2 >a,—a=y=-+a, den unendlich fernen Randpunkt ausge- 
nommen, gilt der analytische Ausdruck 


wobei zur Abkürzung g = 


. v 1 H) 17 775 
w(®,? a, y)=—- |g2— — ga+—  ?’— — :9°+...| (23), 
reyriy 9 A 18 2 1 8 7 12 rY. 1 . 
— [x +i’v] 2 & z . . 
hier ist g=e’.e gesetzt, im Halbstreifen zT —a, —a -y -—+-.a, ausschließlich 


des unendlich fernen Punktes gilt 


: ) r 3 19 a 71 - 


a bett) 
g=e? gr 


!) Tabellen: Siehe Fußnote 1, Abschn. 3, erstes Feld und »Vollständige Tafeln der Quadrate 
aller Zahlen bis 100009« von Ludwig Zimmermann (R. Reiß, Liebenwerda). 
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Weiter erhalten wir 

vry)+ig@y)— | 18V2+1]—-[V2—1]-g- | q | gt... | (25) 
| r ER i 84 224 

mit der Bestimmung 


"38 r- 1a; m Fu, 2 ie —+h 
qQ | . | 4: l 2 | tr Y a-a-ı))'s—= . . 4- v2 .-nD'’°-e 3 
16 N “ 


a 16 J a F ' 
analytisch im Bereich 0 <g, <2-a, —3-7/2.%, 0. Ersetzen wir in diesem Ausdruck 
a»ı durch at, so gelangen wir zu der Entwicklung in der Umgebung des Punktes 
a —a+ı mit der Bestimmung 
2 
. \12 2 Et IT 
+? y (a a-ı) 3 —=Pp if 3 . ) < 03 ni EI Mi v2 3. 


Löw 


Ferner ist 


9) A 1 \ 
mix Y)+i-yle,Yy) — . le v2 ] +z.i— [V2+1])-4— V2gQ’— / 
5 f 
(26) 
TIER TR IA 
4 q | 
84 224 | 
mit der Bestimmung 
9 
In 3 ss; ie st 3 PP, 9 it —[d,+4n 
7 . . | 4 J = . on my { Ad + arı) } zn . -] 4:V> . pn ’. oe 3 | 
Is 16 a 16 ” 
analvtisch in der Umgebung 0 <go, <2-a, nm = 03 z/2. Wird in diesem Ausdruck 
at durch —a:1,7:-: durch z.i ersetzt, so gewinnen wir die Darstellung in der 
2 
Y . . . ° "\192 2/, Ne -[9, +27] 
Umgebung von — a — a-i mit der Bestimmung [e-+7:y— (—a—a i)”"»=p"'-e 3 
4 
0 <Q <2.a, — 112 0: : A, 
Im Halbstreifen ax + a,y > a, ausgenommen den unendlich fernen Eckpunkt, ist 
v l T 1 FE V 1 . j . 
vr y)+i y(t,y)= | + le 2| +? -- lc +3 y- 
. un. u 2 ’ 2 a 2 (27) 
7 
v a 5 a 
N .|9g— — -q’- 0° —— ee 
7 7 2 { 3 { 8 q ] 
T 1 
\ le2 - TE 
q — 31. ei > .pa 2 
analvtisch. 
Die Entwicklung im Halbstreifen — a -2 = —+a,y<—.a mit Ausnahme des un- 
| ' . = 2 V E .; i 
endlich fernen Randpunktes bekommen wir, wenn in (27) für = il +i:Y) 
2 a 2 ’ 


der entgegengesetzte Wert genommen wird und für den zu potenzierenden Ausdruck 
die Größe 
nr 1, fi 
4 ‚-e 


3, Die Kraft- und Niveaulinien. Aus dem Verlauf der Kraft- und Niveaulinien 
im elektrostatischen Feld unserer aufgeschlitzten w-Ebene'!) mit den der Abbildung ent- 
sprechenden Randwerten entnehmen wir für den allgemeinen Verlauf dieser Linien im 
elektrostatischen l’eld des kreuzförmigen Streifens der %,% Ebene ') folgendes’): 

Bezüglich der x Achse besteht Symmetrie. Die Kraftlinien k<v/a-1g(V2 —]), 
beginnen auf dem gradlinigen Leiter 7..,, schneiden die negative Hälfte der x Achse 
senkrecht und endigen auf dem geradlinigen Leiter j.,, Die Linie, für welche k kleiner 
ist als jede noch so kleine negative Zahl, schrumpft auf den unendlich fernen Randpunkt 
in der negativen Richtung der reellen Achse zusammen. 

In hinreichender Nähe dieses Randpunktes kann nach (24) 


0 


bZ 


.p 


\ U UV U 
LI ıX Y) = —- u ‚ Yf En ) — . Y 


2 a a 


geschrieben werden. Das Kraftfeld wird homogen. 


)) Die begrenzenden geradlinigen Leiter seien ebenso wie die Geradenstücke benannt. 


%) Die Parameter k und & sollen hier die gleiche Bedeutung wie beim ersten Feld haben. 
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Die Kraftlinie k = v/z :\g (2 — 1) verläßt den Punkt <— — a, Y=.a unter dem 
Winkel — z/4'), schneidet die negative Hälfte der x-Achse senkrecht und endigt im 
Punkte &: a, Y= a unter dem entsprechenden Winkel 3+"/, (Abb. 23). 
Für eine hinreichend kleine Umgebung des Eckpunktes = — a, Y— a bekommen 
wir aus (26) 
D 2 | f 7T 3 # 1%, 2 14 1 
k — Sel?—-1-W+ı]-[ r Va-V2 |" er-con| (9, +4m) || 
zu ! la 16 ’ > J) 


als Gleichungen der Kraftlinien und 


 JRTTPRRR._ -[] + 1). ® “ -] 4: > 0 al , (, +4n)| 
zı a 16 ] I» J 

als Gleichung der Niveaulinien. 
Auch aus ihnen folgt der symmetrische Verlauf der Kraft- und Niveaulinien be- 
züglich der Achse eines geeigneten Polarkoordinatensystems in jener Umgebung. Ent- 


sprechendes gilt für den Punkt = — a, y=-—.a. 

Die von dem geradlinigen Leiter g,,, ausgehenden Kraftlinien v/z-1g|\2 — ı] 
<k<v/z.1lg2 schneiden die &-Achse senkrecht und finden ihr Ende auf dem gerad- 
linigen Leiter %,, „. 

Die Linien k <0 haben mit der %-Achse keinen Punkt gemeinsam. Die Linien 
0 <k<v/a.lg2 schneiden die %-Achse in zwei symmetrisch zueinander liegenden 
Punkten. Die durch den Nullpunkt gehende Kraftlinie k — 0 bildet die Grenze zwischen 
diesen Linien und liegt im übrigen ganz in der linken Hälfte des Feldes. 

In hinreichender Nähe des Nullpunktes gilt nach (22) 


für die Kraftlinien, und 


r 2 r 2 
9 a Fu 
Ix— 2. y+2- 

E 7T L TT 





er ; a? | , 
1-16. 13 | 16 - R| 
7 + DV T.-D 

für die Niveaulinien, wobei sich & und %' auf ein gegen das 
ursprüngliche System &, y um den positiven Winkel 7/4 ge- 
drehtes gleichartiges rechtwinkliges System x %' beziehen. In 
jener Nähe sind also diese Linien Teile gleichseitiger Hyperbeln mit gemeinsamem 
Mittelpunkt = al/n 2 -V2, deren Lage die Abb. 22 skizzenhaft andeutet. Die Asymp- 


toten y= x —aln-2|2, y=—(z—aln-2]| 2) liegen nicht mehr in dieser Umgebung. 





Abb 22. 


Die Kraftlinien k = v/z.-1g 2 treten paarweise auf, einmal in der oberen Hälfte 
y= 0) und einmal in der unteren Hälfte (y - 0) des Feldes. 

Aus der Abb. 23 ersieht man das Verhalten der vom geradlinigen lieiter g,,, aus 
gehenden Kraftlinie k=v/z-1g2. Sie schneidet die positive Hälfte der %-Achse und 
nähert sich mit unbegrenzt wachsendem = der Parallelen 4—a/2 asymptotisch. Für 
v/a-lg2 <k<vinr-1g (V2 +1) beginnen für die obere Hälfte des Feldes diese Linien 
auf dem geradlinigen Leiter g,.,,. Sie schneiden die positive Hälfte der % Achse, biegen 
um den Punkt 2=a, Y=a und endigen auf dem geradlinigen Leiter c,,,. 

Im Punkte £=a, Y=a endigt unter dem Winkel 7/4?) ein Exemplar der Kraft- 
linie k — v/a -Ig (Y2-++ 1), die von der positiven Hälfte der Y-Achse geschnitten wird und 
vom geradlinigen Leiter g;,, ausgeht (Abb. 23). 


) Gemessen in der positiven Richtung der Kraftlinie gegen die positive Richtung der x-Achse, 
*) Vergl. die vorangehende Fußnote. 


35* 
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In hinreichend kleiner Umgebung von =a, Yy=a gilt für die Kraft- und 
Niveaulinien Entsprechendes wie in einer solchen Umgebung des Punktes = —a,y=.a. 
Hier herrscht wieder Symmetrie. 

Die Kraftlinien k>v/n.1g (] 2+1) gehen vom geradlinigen Leiter g,,, zum 
geradlinigen Leiter e,,,. 


Entfernen wir uns in der positiven Richtung der %-Achse vom Nullpunkt, so wird 
das Feld immer homogener. Für —a x —=-+a, y> 0 dürfen wir nach (27) 


vo [In 1 ] V 1 } v Br 
Ic + Birch RR TE 
TI 


ug 2 a 2 ) a y, 


- - 


‚[» FERNER 
ud L, Y| m 


schreiben. 

Mit dem unendlich fernen Randpunkt fällt ein Exemplar der Kraftlinie < zusammen, 
für das k größer als jede noch so große positive Zahl ist. Für die untere Hälfte des 
eldes folgt Entsprechendes über die Krafilinien k Zv/z -1g 2. 

Alle Niveaulinien haben den unendlich fernen Randpunkt in der negativen Rich- 
tung der ©-AÄchse gemeinsam. Die Niveaulinie null besteht aus den in der unendlich 
iernen Ecke in der positiven Richtung der X-Achse zusammenhängenden geradlinigen 
Leitern £,,y, Cz,y und L.,y, Mz,, und der & Achse. 

Die Niveaulinien v/2=Kk —v verlaufen ganz im linken Schenkel, die Linien 
0<Kk<v/2 in beiden Schenkeln der oberen Hälfte des Feldes. Der unendlich ferne 
Randpunkt in der positiven Richtung der %-Achse begrenzt die Linien 0=XkK=<v. Für 
unbegrenzt abnehmendes x nähert sich die Niveaulinie X —v/2 der Parallelen 4 =a/?2, 
für unbegrenzt wachsendes % der %-Achse asymptotisch (Abb. 23). Analoges gilt für die 
Niveaulinien — vo». - % -0 in der unteren Hälfte des Feldes. 


4. Zeichnung der Kraft- und Niveaulinien. Rechnerisch gelangt man folgender- 
maßen zum Ziel. Man zeichnet die Kraft- und Niveaulinien im ersten und zweiten 


Quadranten der ı, %a-Ebene, also konzentrische Halbkreise um wı = — 1, wur —=0 
Ir — 1, e®”, e*=2’, ,„...')] und von diesem Punkt ausgehende Halbstrahlen 
T 1 T n—1 ee 
(—=0, I ie nn, n gerade, positive Zahl). 
n n y n 


Mit Hilfe der Ausdrücke (15) bis (20) oder der erwähnten Reihendarstellungen der Ab- 
bildungsfunktion bestimmt man dann für die Schnittpunkte der gezeichneten Kraft- und 
Niveaulinien die zugehörigen Bildpunkte 7, %. 

Eine zweite Möglichkeit besteht in einer geometrischen Uebertragung der im 
ersten und zweiten Quadranten der w-Ebene gezeichneten Kraft- und Niveaulinien auf 
die obere Hälfte des kreuzförmigen Streifens der 2,%-Ebene mit Hilfe der aufeinander 
folgenden Abbildungen, die wir im Abschnitt 1 betrachtet haben. Die Abbildung 

v° Ko 5e R v : u 
u — = ‚„ denken wir uns hier in v—=w’ und u= ae zerlegt. Zu diesem Zweck teilen 

2 w 232—pv 
wir den ersten und zweiten Quadranten der ı«-Ebene durch vom Nullpunkt ausgehende 
Halbstrahlen %, und konzentrische Halbkreise E.. um denselben in ein Netz hinreichend 
kleiner Flächenstücke. Dieser Teilung entspricht infolge der Beziehungen 9,—=2:'V4%,, 
0, 0.” eine hinreichend kleine Einteilung der v-Ebene von derselben Art. Sie gestattet 
uns, die gezeichneten Kraft- und Niveaulinien auf die v-Ebene zu übertragen. 


Aus dieser Teilung der v-Ebene gewinnen wir durch die aus der Abbildung 
D x . 
u folgenden Beziehungen 
2—v 
Oy Oy r . 
7 a VA 7 und _ = - , [u == Qu’ eY!'’—=-u-+ 1] 
9) 


y+ Ou, 


{ ‘ ( Zr 
NY F, mr, — TE >, R 


eine Einteilung der «-Ebene durch ein Kreisbüschel durch die Punkte 0 und 1 und einer 
dazu orthogonalen Kreisschar in ein Netz von Flächenstücken. Damit bekommen wir die 
Kraft- und Niveaulinien in der «-Ebene. 

Die Uebertragung dieser Linien von der w-Ebene auf die Halbebene J(p) = 0 
erfolgt nach demselben Prinzip wie bei der w- und v-Ebene. Bei dieser Uebertraguang 
hat man die Abb. 15 und 17 zu beachten. 


) Vergl. Fußnote 1, Abschn. 3, erstes Feld. 
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Das hiermit gewonnene hinreichend kleine Netz der Halbebene J(p).-- 0 wird 


1 + 
nun durch die aus s= - p folgenden Relationen 


v, zu G, ng VAT , 0: I 


G, — D,. “ 7 


pP) , 
_ .$, L av var 
Op : . <= Q(/ mas — 1, s—s—=- nt ed Y"!—s—+ 1 
Os,' 
in ein Netz des ersten und zweiten Quadranten der s-Ebene übergeführt, welches aus 
einem Kreisbogenbüschel durch 1 und — 1 und dazu orthogonalen Kreisbogen besteht. 


Wählen wir nun geeignete, auf den Kraft- und Niveaulinien der Halbebene J(p) = 0 
liegende Punkte P,, so können wir mit diesen Netzen der p- und s-Ebene die zugehörigen 
Bildpunkte P, bestimmen. 

Für die p- und {-Ebene ergeben sich die Beziehungen 


T 7T 


9, + de dir, - 5 - Zn, NM 0=29,=2_— Ist, 
TT Tt 7 F 
0,—3. dan du — du, n < du — du — 2 falls 7; d,— rn ist, 
Ir‘ “ , , > D 
und =, wobei !=-rer=t—1, "gef" —t+1 gesetzt ist. 
gr" | 


Aus diesen Beziehungen erhalten wir eine 
Einteilung des Einheitskreises der t-Ebene durch 
ein Kreisbogenbüschel durch 1 und — 1 nebst 
orthogonaler Kreisbogenschar in ein System von 
Flächenstücken und gelangen damit zu den Punk- 
ten P. Dann bestimmen wir die Ausdrücke 


X = he . lg D; + 9] 5) Y BUN - . [9, wi lg e:] 
TT TT 


0eden, —nspd, nr, Abb. 17 und 19] 
jedesmal für solche Punkte P, und P,, die den 
gleichen Punkt P, zum Bildpunkt haben, und 
gewinnen die Kraft- und Niveaulinien im kreuz- 
jörmigen Streifen der X, %- Ebene?). 

In Abb. 23 sind die stark ausgezogenen 

Kraftlinien 





DV DV 


kan ls - ), tt 
7T 7T 
> lg (V2-+ 1) 
TT 
und die Niveaulinien K=v/2, K= — v/2 be- 


rechnet. Bei den schwach ausgezogenen Kralt- 
linien sind nur ihre Anfangs- und Endpunkte 
und, wenn notwendig, auch ihre Schnittpunkte 
mit der x- und y-Achse zahlenmäßig bestimmt. n 
Die Differenz je zweier aufeinander folgenden Abb. 23. 
k-Werte, mit einziger Ausnahme der Kraftlinie 


k=v/a-lg(V2+1), beträgt v/az'/z le (2(V2-+1)), a ist gleich z gewählt. 
5. Die Feldstärke, die Größe der Flächenladung. Im Innern und an den 
begrenzenden geradlinigen Leitern des elektrostatischen Feldes im kreuzlörmigen Streifen 


der x, y-Ebene lassen sich mit Ausnahme der acht Eckpunkte die Komponenten der Feld- 
stärke darstellen durch die Ausdrücke 


G,—g- sin [9 — 9,| + 0. sin [2 9, — 9,] + 00° sin [9 + 9,] + 0.° * sin 9, | (28), 


u 





. 


&,= — g: [cos [9.. — 9%] + Eu: cos [2 9. -- 9,] — 02? 008 |9u + 9,| — 0u° cos 9,| (29), 


') Zu den hier besprochenen Finteilungen der Ebene beachte man für die praktische Anwendung 
die Fußnoten 1, 2, 3, Abschn. 3, erstes Feld, 1 vor Abschn. 2, zweites Feld und die Bemerkungen in »Holz- 
müller, Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften und der konformen Abbildungen, 
verbunden mit Anwendungen auf mathematische Physik«. (Teubner 1882) auf Seite 36. 
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wobei PAS. 1 : 1 
bu 2:4 On? Y 
N V Out — 4 Qu?’ 008 2 Yu + 1 
gesetzt ist und 9%, durch (15) und (16) bestimmt wird. Die Difierentiation der Entwick- 
lungen des Abschnitts 2 liefert für die Komponenten der Feldstärke auch Ausdrücke, 
deren Koordinaten sich nur auf den kreuzförmigen Streifen der x, y-Ebene beziehen. 

Bei unbegrenzter Annäherung an den unendlich fernen Randpunkt in der negativen 
Richtung der reellen Achse wird nach (24) 6-,=r/a. Bewegen wir uns unbegrenzt in 
der entgegengesetzten Richtung, so verschwinden diese Größen (23). Die unbegrenzte 
Annäherung an den unendlich fernen Randpunkt in der positiven Richtung der imaginären 


+ 200008 du +1 


: er SG V er . . N . 
Achse liefert nach (27) &,—  . Für die unendlich ferne Ecke in der entgegengesetzten 
«da 


Ü 


Richtung bekommen wir 6-, - Auf der reellen Achse hat 6 die negative Richtung 


der y-Achse. 
Wir diskutieren die Feldstärke an den begrenzenden geradlinigen Leitern. Wir 
beginnen mit dem auf das Potential 0 geladenen Leiter c,,,. Hier hat die Feldstärke die 


240 7 R ’ . U Ouw — 1 i 
positive Richtung der %-Achse, &-, wird nach (29) gleich — .— . Bei unbe- 


2a v2 == On’ 
grenzter Annäherung an den Punkt 2—=a,y=a |(«„—>V2] nimmt sie negative Werte an 
von beliebig großem absoluten Betrag. Mit unbegrenzt wachsendem & (e„— 1), konvergiert 
sie beständig zunehmend nach null. 
Am Leiter e,,, (Potential 0) hat die Feldstärke die positive Richtung der x-Achse, 
) Oyı Er 1 


% 


$&_, wird nach (28) gleich — Die unbegrenzte Annäherung an X =a, 


2a Vol? 

y=a (u > >) ergibt für sie negative Werte von beliebig großem absoluten Betrag. Mit 

unbegrenzt zunehmendem % [o„—>»] nähert sich G-, beständig wachsend dem Grenz- 

U 

weit — 
2a 

Nun betrachten wir den auf das Potential vo geladenen Leiter g;,,. Hier ist &, gleich 

U Oo + 1 


2 ad Vo.? re 


- 


positive Werte an, die größer sind als jede noch so große positive Zahl. Mit unbegrenzt 


Nähern wir uns dem Punkt 2— — a, y=a unbegrenzt, so nimmt (6, 


wachsendem % konvergiert 6, beständig abnehmend nach _ 
“a 


An dem angrenzenden auf das gleiche Potential geladenen Leiter A,,, ist &-, gleich 
) Oo + 1 y 2 . or . 
Ba Unbegrenzte Annäherung an = —a,y=a liefert positive Werte, die 
2a | 2 0,9 
größer sind als jede noch so große positive Zahl. Für unbegrenzt abnehmendes 7 bat 
$6_, den Wert v/a zur Grenze. Analoges gilt für die auf die Potentiale 0,0, — vd, —v 
geladenen Leiter m. „, lzyyy Kzıyy Jay» 

Unter der Voraussetzung, daß wir für „=b>0 und für =e<o0 das Feld als 





homogen ansehen dürfen, folgt nach (27) und (24) für die an dem Flächenstück = — a, 
a y:-b,d° ze befindliche positive Elektrizitätsmenge der Wert 

1 1 

vle-4]-|- -- ee -V2l+, 2] a 

4rı 4 7 2 a 
und für die an dem Flächenstück e - 2 = —a, Y=a, d 2° -e angehäufte positive 
Ladung der Wert 

ur a]-| — Ft un -] it 
1’ 2 zT a 


6. Die Randwirkung des »Zweiten Feldes« auf ein Elekiron und die Lö- 
sung von Helmholtz. Wir bestimmen nun wieder die Größe der Ablenkung, die 
von dem nicht mehr als homogen auzusehendem Teil des Feldes auf ein Elektron ausge- 
übt wird. Das Elektron trete auf der x&-Achse mit konstanter in ihre positive Richtung 
weisender Anfangsgeschwindigkeit q in das Feld ein. Wir bekommen für den Einfluß 
des Randes!) mittels (23), (24), (e 20) 


I) Siehe Abschn. 5, »Erstes Feld«., 
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fe] ..-8.2-[-u#2:0s- 8] 
dxıır—xo Du u TU a 


Um den Vergleich mit früher berechneten Werten durchführen zu können, müssen wir 
die untere Integrationsgrenze c negativ so groß wählen, daß das erste nicht homogene 


=I 


Glied in (24) für 2=c, y=0 gleich v-° wird. Es muß dann c=—a:1,629 ge- 
7T 
wählt sein. Die Größe der Randwirkung auf ein Elektron wird dann 
| dy) un a e : 1,350. 
\dx.x >n m ’ 


Dieser Wert ist größer als der entsprechende Wert der zuerst behandelten Kondensator- 
form. Er ist kleiner als der Wert für den Helmholtzschen Kondensator, wenn die 
beiden Kondensatorplatten eine endliche Länge haben. 60 


Der »Prismenderivator« und der »Differentio-Integraph.«. 
Von E. VON HARBOU in Rastenburg. 


er Gedanke der Konstruktion der in den folgenden Abhandlungen beschriebenen 

Geräte, des Prismenderivators und des Differentio-Integraphen, entstand durch eine 

Anregung des Herrn Geh. Rat Cranz von der Technischen Hochschule Charlotten- 
burg anläßlich ballistischer Vorlesungen. Bei ballistischen Messungen ist häufig Diffe- 
rentiation von Kurven erforderlich. Geh. Rat Cranz äußert sich in seinem Lehrbuch der 
Ballistik, dritter Teil, über das Problem der Differentiation in folgender Weise: »Es fehlt 
zur Zeit noch an einem geeigneten Differentiierapparat, der nicht nur punktweise die 
Difierentialkurve gibt, sondern sie fortlaufend aufzeichnet. Für ballistische Zwecke, be- 
sonders für die Auswertung von registrierten ballistischen Kurven, wäre ein Difierentiator 
erwünscht, der gleichzeitig den ersten und den zweiten Differentialquotienten liefert; denn 
damit wäre es z. B. möglich, aus einer durch Rücklaufmesserversuche erhaltenen Wegzeit 
kurve in einfacher Weise graphisch die Geschwindigkeit und die Beschleunigung der 
Geschoßbewegung im Rohr als Funktion der Zeit zu erhalten. Die bisher übliche müh- 
same rechnerische Ableitung dieser Kurven käme dann in Fortfall.« Die Wichtigkeit 
einer zuverlässigen mechanischen Differentiation in einem Zuge ist schon in diesen wenigen 
Worten des Geh. Rat Cranz angedeutet. Wenn trotzdem ein brauchbarer Differentiator 
bisher noch nicht vorhanden war, so liegt der Grund in erster Linie in Schwierigkeiten, 
welche Fr. A. Willers in seinem Buch »Mathematische Instrumente« kurz wie folgt 
skizziert: »Bei der Differentiation handelt es sich um möglichst genaue Konstruktion der 
Tangenten in einzelnen Kurvenpunkten. Leider ist diese Konstruktion, die von der größten 
Wichtigkeit ist, aber nur mit begrenzter Genauigkeit ausführbar. Das liegt in der Natur 
der Sache; denn jede Linie hat eine gewisse Breite, feinere Schwankungen der Kurven 
können dadurch mehr oder weniger verdeckt werden. Dazu kommt, daß geringe Unge- 
nauigkeiten in der Aufzeichnung, die etwa durch die Trägheit oder Eigenschwingung der 
Schreibvorrichtung des aufzeichnenden Apparates, durch die Reibung des Schreibstiftes 
auf dem Papier usw. zustande kommen, zwar nur geringe Ungenauigkeiten der Ordinate, 
aber ganz bedeutende Abweichungen in der Targentenrichtung hervorrufen können. Hat 
man etwa aus einem Zeitgeschwindigkeitsdiagramm die Beschleunigung zu bestimmen, so 
gibt das bedeutende Abweichungen von dem wirklichen Wert der Beschleunigung. Von 
diesen Ungenauigkeiten müssen wir absehen. Uns kommt es nur darauf an, die Tangente 
der wirklich vorliegenden Kurven möglichst genau zu bestimmen. 

Aus diesen Ausführungen des Dr. Willers geht klar hervor, daß die gestellte 
Aufgabe der Konstruktion nicht nur eines Differentiators, welcher die punktweise Konstruk- 
tion der Differentialkurve ermöglicht, sondern eines Difierentiographen, welcher die Auf- 
zeichnungen der Differentialkurve in einem Zuge gestattete, in zwei Teile zerfiel. Erstens 
in die Konstruktion eines Gerätes, welches mit möglichst großer Zuverlässigkeit und 
Genauigkeit die Feststellung der Richtung einer Kurve in jedem beliebigen Punkt gestattet; 
zweitens die Konstruktion eines Gerätes, welches die auf diese Weise gefundenen Richtungs- 
werte fortlaufend in Gestalt der Differentialkurve aufzeichnet. 


1. Bisherige Instrumente zur Richtungsbestimmung und zur Integration. 
Für die erste Aufgabe stand in erster Linie bisher das Spiegellineal und die mit dem 
Spiegellineal in unmittelbarer Verbindung stehenden Konstruktionen, beispielsweise der 
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Spiegelderivator, zur Veıfügurg. Alle diese Geräte beruhen ganz einfach auf dem Prinzip, 
daß ein Spiegel nur dann genau rechtwinklig zu einer Kurve gehalten wird, wenn die 
Kurve ohne Knick in ihr Spiegelbild übergeht. Der Unterschied in den auf dieser Basis 
konstruierten Geräten beruht im wesentlichen darauf, daß in dem einen Fall die Normale 
gezeichnet werden kann, während in anderen Fällen der Winkel zwischen der Tangente 
an die Kurve und der X-Achse abgelesen wird. 

Das sind selbstverständlich keine Unterschiede im Prinzip. Das Arbeiten mit allen 
diesen Geräten ist in sehr weitgehendem Maße abhängig von der Uebung des Ausfüh- 
renden und vor allem von natürlicher Veranlagung, besonders von gutem Augenmaß. 
Immerhin ergaben Versuche, daß die Genauigkeit der Arbeitsweise dieser Geräte in keiner 
Weise befriedigen konnte. Die im letztem Teil dieser Abhandlungen wiedergegebenen 
Vergleichsversuche zwischen dem Spiegellineal und dem Prismenderivator bestätigen diese 
Anschauung. Es sei ferner noch kurz hingewiesen auf einen anderen Lösungsversuch, 
den Tangentenzeichner von Pflüger. Er beruht im wesentlichen auf Annäherungen an 
eine Anzahl gegebener Kurven, ist also ebenfalls letzten Endes eine Schätzung und 
bietet für die Konstruktion eines Differentiographen keine Grundlage. 

Der zweite Teil der Aufgabe, nämlich nach der Ermittlung der Tangentenrichtung 
die Tangenswerte der gefundenen Richtungen fortlaufend in Form der Differentialkurven 
aufzuzeichnen, war im Vergleich zur anderen Aufgabe verhältnismäßig einfach. Bei der 
Lösung dieser Aufgabe sei kurz hingewiesen auf die Differentiiermaschine von Hüthle; 
hierbei wird die Tangentenrichtung in einfachster Form durch Betrachtung durch ein 
Mikroskop und Einstellung eines Fadenkreuzes in Richtung der Tangente bzw. der Nor- 
malen festgestellt; die so gefundenen Werte werden an sich fortlaufend aufgezeichnet; 
es wird dabei die auf einem Tischeben befestigte Kurve durch ein Uhrwerk mit einer 
Geschwindigkeit von etwa l cm in der Minute in Richtung der X-Achse vorbeigezogen. 

Wenn sich dieses Gerät in der Praxis nicht einbürgern konnte, so ist das wohl 
auf zwei Gründe zurüekzuführen. Erstens werden bei der Betrachtung durch ein Mikroskop 
alle die unvermeidlichen Ungleichmäßigkeiten der Kurvendarstellung — wechselnde Breite 
des Kurvenstriches, kleine Schwankunrgen des aufzeichnenden Registrierapparates und 
ähnliches — ebenfalls mit vergrößert, so daß der Gewinn an Genauigkeit, der durch die 
Vergrößerung erstrebt wurde, dadurch aufgehoben wird, daß diese Ungenauigkeiten der 
Wiedergabe berücksichtigt werden. Der zweite Grund liegt darin, daß dieses Gerät in 
der geschilderten Form wohl auch wirtschaftlich zu kostspielig war im Vergleich zur 
Genauigkeit der Arbeitsweise. 

Dieser zweite Gesichtspunkt, der Wirtschaftlichkeit nämlich, ließ sehr bald nach 
Beginn der Konstruktionsversuche den Gedanken auftauchen, das Gerät so zu konstruieren, 
daß es in gleicher Weise wie als Differentiograph auch als Integraph verwandt werden 
könnte. Im Gegensatz zu dem Mangel an Diiierentiatoren verfügt die Technik über eine 
eıößere Anzahl durchaus brauchbarer Integraphen. Ueber die Aufgabe dieser Integraphen 
äußert sich Dr. Willers in den »Mathematischen Instrumenten« wie folgt: »Die Integrapben 
zeichnen Integralkurven auf, und zwar gibt es zwei Arten von Integraphen, die sog. 

x 


einfachen Integraphen, die die Integralkure eines gewöhnlichen Integrals Yv=/f (z)dx 
0 


als Funktion von X aufzeichnen, und sog. zusammengesetzte Integraphen, die zur Integration 
gewöhnlicher Differentialgleichungen dienen. 

Wir besprechen zunächst die erste Gruppe. Diese Integraphen müssen also zu 
einer gegebenen Kurve = f(x), auf der man den Fahrstift # entlang führt, eine Kurve 
Y— F(x) zeichnen, für die der Richtungskoeffizient tg g der Tangente gleich oder doch 
proportional der Ordinate y= 9 (x) der gegebenen Kurven für dieselben Absziese ist.« 

Wie bereits erwähnt, gibt es eine ganze Anzahl von Integraphen, welche mit einer 
für die Zwecke der Technik durchaus genügenden Genauigkeit und Zuverlässigseit arbeiten. 
In erster Linie hat sich bierbei in der Praxis der Integraph von Abdank-Abakanowitz in 
der verbesserten Konstruktion von Coradi eingebürgert. 

Der Aufgabenkreis des Integraphen und die vielfachen Möglichkeiten seiner Ver- 
wendunge können wohl als bekannt vorausgesetzt werden und sollen daher hier nicht 
aufgeführt werden. 

Wenn auch, wie erwähnt, eine Anzahl brauchbarer Integraphen vorhanden sind 
und somit kein Bedürfnis vorlag, diese vorhandenen Konstruktionen zu verbessern oder 
zu ergänzen, so war es doch ohne weiteres klar, daß es zunächst aus rein wirtschaftlichen 
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Gründen ein gewaltiger Vorteil sein mußte, wenn es gelang, die Konstruktion des ge- 
suchten Difierentiographen in der Weise durchzuführen, daß er nach Belieben sowohl als 
Differentiograph wie auch als Integraph verwandt werden konnte. Die Konstruktions- 
versuche wurden daher schon sehr bald nach ihrer Einleitung unter Berücksichtigung 
dieses Gesichtspunktes durchgeführt, und es stellte sich bald heraus, daß eine Vereinigung 
dieser beiden Aufgaben ohne weiteres sehr wohl möglich war, ohne daß hierbei der 
Hauptzweck, nämlich die Konstruktion eines Differentiographen, in irgend einer Weise 
zurücktreten mußte. 

Im folgenden soll nun das Ergebnis dieser Konstruktionsversuche dargelegt werden. 
Es wird hierbei zunächst im Abschnitt 2 — 4 die Lösung der ersten Aufgabe geschildert 
werden, nämlich die Konstruktion eines Gerätes, welches in jedem Punkt einer Kurve 
die zuverlässige und genaue Festlegung der Tangentenrichtung gestattet. Es folgt dann 
in den nächsten Abschnitten eine Schilderung des Gerätes, welches, nach Lösung der 
ersten Aufgabe, die Aufzeichnung der Differentialkurve in einem Zuge ermöglichte, und 
welches dabei gleichzeitig als Integraph zu verwenden war. Es sind hierbei zunächst 
die Gesichtspunkte geschildert, welche im Verlauf der Konstruktionsversuche berücksichtigt 
wurden oder sich als zweckmäßig und notwendig herausstellten; nachdem auf diese Weise 
aus dem Gesichtspunkte der Konstruktion heraus die Entstehung des Gerätes angegeben 
ist, werden zusammenfassend die bei der Arbeit mit dem Gerät zu berücksichtigenden 
Punkte, etwa in Form einer Gebrauchsanweisung, wiedergegeben werden. Der letzte 
Absatz der Abhandlungen schließlich soll dann eine kurze kritische Beurteilung des Ge- 
rätes an Hand der Vergleichsversuche mit den bisherigen Hilfsmitteln mechanischer 
Diiferentiation und Integration geben. 


2. Grundsätzliche Probleme der Richtungsbestiimmung. Der Prismenderi- 
vator, einzeln genommen, ist eine Vorrichtung, welche in jedem Punkt einer gegebenen 
Kurve die Festlegung der Richtung der Tangente an diese Kurve gestattet. In diesem 
Sinne muß er zunächst in Vergleich gesetzt werden mit den bisherigen Hilfsmitteln einer 
mechanischen punktweisen Differentiation. Von den grundsätzlich zu diesem Zweck ge- 
schaffenen Instrumenten wurden hierbei das Spiegellineal oder der Spiegelderivator benutzt 
und oben bereits erwähnt. Sie beruhen auf dem Prinzip, daß eine Kurve nur dann ohne 
Knick in ibr Spiegelbild übergeht, wenn der Spiegel genau rechtwinklig zu der Kurve, 
also in Richtung ihrer Normalen, gehalten wird. Diese Vorrichtungen arbeiten besonders 
bei Kurven mit kleinem oder stark wechselndem Krümmungsradius außerordentlich unge- 
nau, da ein unbedeutender Knick immer schwer erkennbar ist. Naturgemäß erfordert die 
Benutzung des Spiegellineals eine große Uebung, eine große Sorgfalt und eine gewisse 
natürliche Veranlagung. Persönlichkeiten mit gutem Augenmaß erzielen bei großer 
Uebung tatsächlich recht gute Ergebnisse. Bei fehlender Uebung oder geringer Anlage 
ergeben sich ganz erhebliche Abweichungen. Jedenfalls sind Fehler von mehreren Graden 
bei den einzelnen Messungen als durchaus normal anzusehen. 

Es ist kennzeichnend für den Stand der Konstruktion vorhandener Differentiatoren, 
daß in Fällen, in denen Wert gelegt wird auf größte Genauigkeit, — beispielsweise bei 
bestimmten ballistischen Berechnungen, — auf eine Anwendung der vorhandenen Diffe- 
rentiatoren vollständig verzichtet wird. Man verwendet in diesen Fällen — wenn man 
nicht sogar die sehr umständliche und sehr zeitraubende rechnerische Differentiation vor- 
zieht — zu anderen Zwecken konstruierte, optisch feinmechanische Geräte, beispielsweise 
Komparatoren, um in bestimmten regelmäßigen seitlichen Abständen, meist von etwa 2 mm, 
die Entfernung von einer Grundlinie, die parallel zur x-Achse verläuft, zu messen und 
hieraus die durchschnittliche Richtung in diesen Kurvenstücken zu bestimmen. An sich 
im Grunde noch immer ein primitives Verfahren. 

Von einer näheren Schilderung oder Beschreibung der vorhandenen Geräte zur 
punktweisen Differentiation wird Abstand genommen, da sie als bekannt vorausgesetzt 
werden. 

Man muß notwendigerweise jeder Messung der Tangentenrichtung die stillschwei- 
gende Voraussetzung zu Grunde legen, daß ein bestimmtes Stück der Kurve, und sei es 
auch noch so klein, als Kurve mit gleichbleibendem Krümmungsradius betrachtet wird. 
Dies tut unbewußt das Spiegellineal und der Spiegelderivator. Nur ist hierbei das Kur- 
venstück in seiner Länge nicht festgelegt, sondern es bleibt der unbewußten Schätzung 
des Einzelnen überlassen; und es ist hierbei kein Zweifel, daß der Verlauf der Kurve 
nicht nur in der nächsten Umgebung des zu messenden Punktes, sondern auch im wei- 

















— || m 


a EEE N EEE EEE EEE EEE En En 


nn 





a RER ep Ze ee 














m ——.— 











rn 


Ba 1 pe 1 N 2 


ENTE ET TE ar 


ee 











an nn sn nm 








y or Run ; Ztschr. f. angew. 
566 v. Harbou, Der Prismenderivator und der Differentio-Integraph Math. und Mech. 





teren Abstand von Einfluß auf den Verlauf der Schätzung ist. Ein Gerät, welches An- 
spruch auf Zuverlässigkeit erheben will, muß daher logischerweise eine genaue Festlegung 


der Länge des Kurvenstückes gestatten, das als ein Kurvenstück mit gleichbleibendem 
Krimmungsradius betrachtet wird. 


3. Die Grundlagen der Richtungsbestimmung durch den »Prismenderiva- 
tor«. Die Konstruktion geht nun von der Erwägung aus, daß besser als ein Knick in einer 
Kurve eine Unterbrechung der Kurve durch seitliche Verschiebung zweier zusammen- 
treiffender Kurvenäste zu erkennen ist. Dies wird erreicht dadureh, daß auf die Kurve 
aufgelegt werden: 


entweder 2 durchsichtige, ıecht- 


winklige, jedoch nicht unbedingt 
gleichseitige Prismen, die mit je 
einer Kathetenfläche aneinander- 


| stoßen, mit den beiden andern auf 
| | der Kurve aufliegen (Abb. 1, Dar 


| Pr Bi }. 4 stellung 1), 
‚ nn | je oder 1 Prisma, das mit der Hy- 


pothenusenfläche auf der Kurve 
Abb, 1 (Darstellung 1). Abb. 1 (Darstellung 2). aufliegt (Abb. 1, Darstellung 2). Es 
ist an sich nicht notwendig, daß 
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das Prisma der Darstellung 2 rechtwinkelig ist. 


Senkrechte Betrachtung der Kurve von oben durch die Prismen ergibt, wenn 4, 
B, P, ©, D die zu differenzierende Kurve ist und der Punkt P, in dem die Richtung 
der Tangente festgestellt werden soll, genau unter der Mitte der Prismen liegt: 


ABP cp im Falle der Darstellung 1 im 
+ linken Prisma das Stück AP der 

Kurve, anschließend das Spiegel- 

bild PB und im rechten Prisma 

’ | CP, dann anschließend das Kur- 


veı rıchtiger Lage p|l p .. Eu 
Br Pd venstück PD (Abb. 1, Darstel- 
A ng ) 


o. lung 3) 
im Falle der Darstellung 2 


das Kurvenstück A, P, C links; 

B, P, D rechts von der Über- 

bei falscher Lage kante des Prismas (Abb. 1, Dar- 
| stellung 4). 

Wird das Kurvenstück zwi- 

schen B und C als Kurvenstück 

Abb. 1 (Darstellung 3 und 4), mit gleichbleibendem Krüm- 

mungsradius angenommen, so 

liegt die Oberkante des Prismas dann genau rechtwinklig zu der Richtung BC, also in 

Richtung der Normalen an die Kurve bei P, wenn im Prisma die Kurvenäste bei B und 

C sich ohne seitliche Versehiebung berühren. 







































Je kleiner nun die Prismen gewählt werden, um so kleiner ist das Kurvenstück, 
das als gleichmäßig gekrümmt angenommen wird. Auf jeden Fall läßt es sich, im Gegen- 
satz zum Spiegellineal, in seiner Länge festlegen und wählen, und zwar sicher kleiner, 
also genauer, als bei allen anderen, bisher gekannten Vorrichtungen. 


Praktisch begrenzt wird die Möglichkeit, dieses Kurvenstück recht klein zu wählen, 
lediglich dadurch, daß die Kurvenstriche selber eine gewisse Breite besitzen. Allzu kleine 
Prismen bedingen starke Vergrößerungen beim Ablesen. Dabei werden schließlich die 
Schwankungen in der Breite des Kurvenstriches größere Fehler bedingen, als durch 
Wahl des kleinen Prismas vermieden werden. 


Bei der Verwendung des Doppelprismas gemäß Darstellung 1 und 3 tritt das Knick- 
prinzip des Spiegellineals außerdem in der Weise in Erscheinung, daß bei unrichtiger 
Lage der Prismen die Kurvenäste in beiden Prismen im Punkte P mit einem Knick in 
ihre Spiegelbilder übergehen; jedoch werden in diesem Falle mit einem Blick beide 
Spiegelbilder übersehen. Beim Spiegellineal gehören hierzu zwei getrennte Beobach- 
tungen, unter Drehen des Spiegels um 180°, 
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Die Größe des verwandten Prismas äußert sich in folgender Weise: Je kleiner das 
Prisma gewählt wird, desto kleiner ist auch das Kurvenstück, dessen mittlere Richtung 
angegeben wird; je größer es ist, desto kleiner ist die Winkelabweichung, die bereits 
erkennbar ist. Nun ist es an sich gleichgültig, ob man die Kurve durch ein größeres 
Prisma betrachtet oder durch ein kleineres, das man nicht auf der Kurve auflegt, sondern 
etwas darüber hält. Durch eine Vorrichtung, welche es gestattet, das Prisma entweder 
auf der Kurve auflieeen zu lassen oder auf eine beliebige Höhe über der Kurvenebene 
einzustellen, kann man also mit ein und demselben Prisma die mittlere Richtung eines 
beliebig langen Kurvenstückes feststellen. 


Der wesentliche, für die Lösung dieses Problems neue Grundgedanke ist in aller 
Schärfe zusammenzufassen: 


»Verbindet man zwei Punkte B und C einer Kurve durch eine Gerade, so nähert 
sich die Richtung dieser Geraden (von einem bestimmt kleinen Wert BC ab) um so mehr 
der Richtung der Tangenten an die Kurve in dem genau in der Mitte zwischen B und C 
liegenden Punkt P?, je kleiner BP C gewählt wird. Die Richtung der Tangenten ist der 
Grenzwert, dem sich die Richtung BC nähert bei ständiger Verkleinerung der Strecke BÜ. 

Die Richtung der Tangente an die Kurve bei P wird also mit einer den Erforder- 
nissen der Praxis genügenden Genauigkeit bestimmt dadurch, daß eine Vorrichtung die 
beliebig klein zu wäblenden Kurvenstücke PB und PC doppelt wiedergibt oder — im 
Prinzip das gleiche — wegfallen läßt, wobei die Richtung BC dadurch festgelegt ist, 
daß sich in dieser Lage die Kurvenäste bei B und C ohne seitliche Verschiebung berühren«. 


4. Der »Prismenderivator« als selbständiges Gerät. Mit dieser, in der ersten 
Ausführung »Prismen — Tangenten — Lineal« benannten Konstruktion, ist die erste der 
gestellten Aufgaben gelöst. Damit bietet sich zunächst die Möglichkeit, ein selbständiges 
Gerät herauszubringen, welches alle Aufgaben des Spiegellineals und des Spiegel- 
derivators mit einer wesentlich größeren Genauigkeit, Zuverlässigkeit und Schnelligkeit 
löst. Die Ueberlegenbeit des Prinzips der seitlichen Verschiebung gegenüber dem Knick- 
prinzip geht am besten aus folgender Tatsache hervor: Das Doppelprisma bedeutet an 
sich eine Verwendung beider Prinzipe nebeneinander. Eingehende Versuche haben 
ergeben, daß noch immer eine ganz deutliche seitliche Verschiebung einwandfrei und 
klar erkennbar war, wenn ein Knick in den beiden Kurvenästen sich längst nicht mehr 
wahrnehmen ließ. Sämtliche unbeeinflußte Versuchspersonen ließen unbewußt und in- 
stinktiv die Kontrollmöglichkeit durch das Knickprinzip vollständig fallen und richteten 
sich bei ihren Messungen ausschließlich nach der seitlichen Verschiebung. Diese Er 
scheinung war derartig klar und deutlich, daß bei der Ausführung des Geräts vollständig 
von der Verwendung der Doppelprismen Abstand genommen wurde. Sowohl bei der 
Herstellung eines gewöhnlichen »Prismen-Derivators«e, als auch bei dem Einbau in den 
Differentiographen wurden ausschließlich einfache Prismen angewandt. 

Die Feststellung der Richtung der Kurve im Punkt P erfolgt, wie bereits mehrfach 
erwähnt, dadurch, daß die Richtung der Verbindungslinie der beiden Punkte A und B 
beiderseits P als die gesuchte Richtung angenommen wird. Praktisch ergibt das eine 
hinreichende Genauigkeit, wenn AB genügend klein gewählt wird. Die Größe von AB 
läßt sich in einfachster Weise berechnen aus: 


1. der Höhe der Oberkante des Prismas über der Zeichnung, 

2. dem Brechungskoeffizienten des verwendeten Glases, 

3. dem der Grundlinie gegenüber liegenden Winkel des Prismas, der in der 
Praxis wohl meist = 90° sein wird. 


Von der Möglichkeit, AB willkürlich zu verändern dadurch, daß das Prisma, bei- 
spielsweise durch Drehen an einer Mikrometerschraube, auf verschiedene Höhen über der 
Zeichnungsebene eingestellt werden kann, wurde bei den bisher praktisch durchgeführten 
Modellen kein Gebrauch gemacht. Sie kann jedoch ohne weiteres durchgeführt werden. 


Bei der Anwendung dieses Prinzips ergeben sich natürlich zahlreiche Durch- 
fihrungsmöglichkeiten. Die Abbildung zeigt ein Versuchsmodell. Der Hauptzweck war 
hierbei zunächst zu erproben, ob das Prinzip als solches eine geeignete Grundlage bietet 
für die Konstruktion eines Diiierentiographen. Es stellte sich heraus, daß es der Fall 
war. Es wurden aber fernerhin Versuche angestellt, um die praktische Verwendbarkeit 
als Einzelinstrument zu erproben, zur Festlegung der Tangenten und Normalen Richtung 
und damit zur punktweisen Differentiation — bei allen diesen Aufgaben verglichen mit 
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dem Spiegellineal und dem Spiegelderivator. Das Gerät hat sich hierbei diesen bis- 
herigen Instrumenten überlegen erwiesen. 

Die Prismengıöße wurde so gewählt, daß AB etwa — 2mm ist. Das entsprach 
etwa dem bei ballistischen Berechnungen und Messungen angewandten Verfahren. Dieses 
Größenausmaß hat sich bewährt und 
es wurde bei dem Einbau in den 
Differentiographen beibehalten. Es ist 
beabsichtigt, hieran auch bei der Her- 
stellung eines vereinfachten Prismen- 
derivators festzuhalten. Ein Herunter- 
sehen unter dieses Maß ist an sich 
ohne weiteres möglich. Für Zwecke 
der Praxis erscheint es nicht ange- 
bracht, und zwar aus folgenden 
Gründen: 

Die gleiche erkennbare und er- 
kannte seitliche Verschiebung ent- 
spricht einer um so größeren Winkel- 





abweichung, je kleiner AB — durch 

” > E .. nn .. ud ” 
\bb. 2. Versuchsmodell des Prismenderivators. Die die Prismengröße gewählt ist. Will 
Richtung in Graden kann unmittelbar abgelesen werden; man also AB kleiner wählen und trotz- 
die Tangente und Normale kann durch Finstechen dem die gleiche Winkelabweichung 
einer kleinen Nadel gekennzeichnet werden. bereits als Fehler erkennen können, 80 


muß man dafür sorgen, daß eine noch 
geringere seitliche Verschiebung der Kurvenäste erkennbar wird. Dies ist naturgemäß durch 
eine stärkere Vergrößerung möglich. Nun sind mit einem Versuchsmodell Versuche mit 
verschieden dargestellten Kurven angestellt worden. Hierbei hat sich herausgestellt, daß 
sauber mit der Ziehfeder und Tusche ausgezogene Kurven eine wesentlich stärkere Ver- 
größerung vertragen als sie hier angewandt wurde. Man könnte hierdurch also entweder 
AB kleiner wählen, oder die erkennbare Winkelabweichung verkleinern. Nun bilden 
jedoch derartig sauber gezeichnete Kurven in der Praxis durchaus die Ausnahme. Und 
die Versuche haben ergeben, daß bei mit Bleistift gezogenen Kurven die Breite des 
Kurvenstriches derart stark wechselt, daß bei einer noch stärkeren Vergrößerung die 
durch diese Ungenauigkeit der Kurvendarstellung bedingten Meßfehler die erreichbare 
größere Genauigkeit der Messung nicht nur aufheben, sondern sogar übertreffen. Bei 
Kurven andererseits, welche auf photographischem Wege hergestellt waren, wurde durch 
die Vergrößerung die Lichtstärke derart herabgesetzt, daß auch hier die Grenze der 
praktisch möglichen Vergrößerung erreicht schien. Ganz abgesehen davon, daß auch 
hier — wie überhaupt bei allen nicht mit der Ziehfeder hergestellten Kurven — 
Schwankungen der Breite des Kurvenstriches und andere Ungenauigkeiten der Darstel- 
lung auftraten, die ein Hinausgehen über die gewählten Ausmaße verboten. 

Da nun in der Praxis unbedingt mit derartig dargestellten Kurven in überwiegen- 
dem Maße zu rechnen ist, so erscheint mit dem Gerät in der vorliegenden Form das 
größte, bei der Unvollkommenheit der gebräuchlichen Kurvendarstellung erreichbare Maß 
von Genauigkeit der Richtungsmessung sichergestellt. In Sonderfällen erlaubt das 
Prinzip an sich ohne weiteres die Herstellung von Meßinstrumenten, welche eine noch 
wesentlich gesteigerte Genauigkeit sichern. 

Der in der Abbildung dargestellte Prismenderivator ist, wie bereits erwähnt, ein 
Versuchsmodell. Es handelt sich bei diesen Versuchen zunächst darum, festzustellen, ob 
sich mit dem geschilderten Prinzip eine zuverlässige und genaue Festlegung der Tan- 
gentenrichtung durchführen ließe. Nachdem der Prismenderivator seine Brauchbarkeit 
erwiesen hat, wurde zuerst die Aufgabe in Angriff genommen, ihn als Grundlage zur 
Konstruktion eines Differentiographen zu verwenden. Der Prismenderivator wird jedoch 
auch als Einzelinstruament zur Festlegung der Richtung einer Kurve in einem bestimmten 
Punkt ausgebaut. Er wird hierbei in der Weise Verwendung finden, daß man nach 
jelieben entweder die Tangente oder die Normale an die Kurve in dem betrefienden 
Punkt unmittelbar aufzeichnen oder aber die Richtung der Tangenten in Tangenswerten 
oder Winkelgraden von einem Transporteur unmittelbar ablesen kann. Hinsichtlich der 
Genauigkeit der Arbeitsweise wird auf die im letzten Teil dieser Abhandlung wieder- 
gegebenen Versuchsergebnisse verwiesen. Das Prinzip des Prismenderivators an sich 
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ermöglicht hiernach eine Richtungsmessung, die so genau ist, wie es bei der Unvoll- 
kommenheit und Ungenauigkeit der in der Praxis üblichen Art der Kurvendarstellung 
überhaupt möglich ist. In diesem Sinne wurde der erste Teil der gestellten Aufgabe als 
gelöst betrachtet und nunmehr dazu übergegangen, den Prismenderivator als Grundlage 
zur Konstruktion eines Differentiographen zu verwenden. 


5, Der konstruktive Grundgedanke des Differentiographen, Es ist selbst- 
verständlich, daß, nachdem einmal die Richtungsmessung in einer hinreichend brauch- 
baren Weise ermöglicht war, für die Konstruktion eines Differentiographen zahlreiche 
Wege offen standen. Die durchgeführte, im folgenden beschriebene Konstruktion stellt 
daher einen von vielen möglichen Wegen dar. Es ist daher bei der Beschreibung auch 
darauf eingegangen worden, aus welchem Grunde gerade von dieser Lösungsmöglichkeit 
im einzelnen Gebrauch gemacht wurde. Wenn hierbei bewußt einige Nachteile in Kauf 
genommen werden mußten, so ist demgegenüber ausgeführt, welche Vorteile dadurch ge- 
wonnen wurden, oder welche anderen Nachteile dadurch vermieden werden sollten. 

Die bisherigen Integraphen arbeiteten in der Weise, daß ein Zeichenstift eine Inte- 
gralkurve als Ergebnis der Integration der gegebenen Kurve auf ein Zeichenpapier auf- 
zeichnete, das fest auf einer unbeweglichen Unterlage angebracht war. 

In den meisten Fällen wurde hierbei die Integralkurve auf die gleiche Zeichenfläche 
aufgezeichnet, auf der sich auch bereits die gegebene, zu integrierende Differentialkurve 
befand. Hierdurch trat häufig der Fall ein. daß sich diese beiden Kurven schnitten und 
überlagerten. 

Bei einem Gerät nun, welches gleichzeitig die Aufgabe der Integration und der 
Aufzeichnung der Differentialkurve in einem Zuge übernehmen sollte, stellte sich eine 
Beibehaltung des oben geschilderten Verfahrens als unzweckmäßig heraus. Vorbedingung 
des Difierenzierens war eine ständige, sorgfältige Betrachtung der zu differenzierenden 
Integralkurve genau senkrecht von oben durch den bereits geschilderten Prismenderivator. 
Der Zweck dieser Beobachtung bestand darin, daß über jedem einzelnen Punkt P der 
Integralkurve der Prismenderivator genau in der Richtung der Tangente an die Integral- 
kurve in diesem Punkte P eingestellt wurde. Von der Genauigkeit und Sorgfalt dieser 
Einstellung hing die Genauigkeit und Zuverlässigkeit der Differentiation ab. Außerdem 
mußte sich der Mittelpunkt des Prismenderivators immer genau tiber der Mitte des Kurven- 
striches der Integralkurve bewegen. Diese Bewegung erfolgte, in später zu beschreiben- 
der Weise, selbsttätig und mechanisch, als reine Folgeerscheinung des Vorganges der 
Differentiation selbst, — unter der Voraussetzung der genau richtigen Einstellung des 
Prismenderivators selbstverständlich. Diese gegenseitige Kontrolle und dieses gegenseitige 
Zusammenwirken der Richtungseinsteilung des Prismenderivators einerseits, der Führung 
seines Mittelpunktes genau über der Mitte des Kurvenstriches andererseits, hat sich als 
das wertvollste und zuverlässigste Mittel zur Aufzeichnung der Differentialkurve in einem 
Zuge erwiesen. 

Befand sich nun bei diesem Vorgang das Zeichenblatt mit der zu differenzierenden 
Integralkurve auf einer feststehenden Unterlage, so mußte das gesamte Gerät derart kon- 
struiert werden, daß die gesamte Vorrichtung des Prismenderivators dem Zuge der Inte- 
gralkurve folgte und somit eine kombiniere Bewegung in Richtung sowohl der Abszisse 
als auch der Ordinate durchführte. Da nun, wie bereits erwähnt, beim Differenzieren eine 
ständige Beobachtung der Kurve senkrecht von oben durch den Prismenderivator erforder- 
lich war, so hätte das Auge, und damit in gewissem Umfang der ganze Körper, diesen 
ganzen Bewegungen des Prismenderivators längs der Integralkurve folgen müssen. Es 
ist ohne weiteres klar, daß hierdurch nicht allein eine Erschwerung des ganzen Verfahrens 
bedingt war, sondern, als unmittelbare Folge hiervon, eine Beeinträchtigung der Ge- 
nauigkeit. 

Andererseits hätte eine Konstruktion in der Art, daß die Betrachtungslupe beim 
ganzen Vorgang der Difierentiation ihre Lage unverändert beibehielt, zu komplizierten 
Einrichtungen geführt und damit, als naturnotwendige Folge, Unkosten verursacht, welche 
in keinem Verhältnis zur Bedeutung des (Gerätes gestanden hätten. Man hätte entweder 
den senkrechten Einblick in den sich über der Integralkurve bewegenden Prismenderi- 
vator durch ein System von Spiegeln und Prismen dauernd auf eine an einer Stelle fest- 
stehende Betrachtungsvorrichtung übertragen müssen; oder man konnte das gesamte 
Zeichenblatt mit der Integralkurve bewegen, und zwar so, daß die Kurve ständig unter 
dem Mittelpunkt des Prismenderivators entlang geführt wurde. 
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Beide Wege wären an sich konstruktiv denkbar und theoretisch zu lösen gewesen, — 
wie bereits erwähnt jedoch nur unter nicht mehr zweckentsprechenden und tragbaren 
Unkosten. 

Eine einfache Ueberlegung führt nun zu der Erkenntnis, daß die Schwierigkeiten, 
mit dem Auge und dem ganzen Körper der Bewegung des Prismenderivators längs der 
Kurve zu folgen, zu suchen sind in der Tatsache der Kombination dieser Bewegungen 
aus Bewegungen in Richtung der Äbszisse und der Ordinate. Dagegen war ohne weiteres 
damit zu rechnen, daß eine geradlinige Verschiebung des Prismenderivators nur in einer 
der beiden Richtungen keine erheblichen Beobachtungsschwierigkeiten mehr bedingen 
würde. Es war ferner ohne weiteres ersichtlich, daß die geringsten Schwierigkeiten sich 
ergeben mußten bei einer geradlinigen Bewegung des Prismenderivators parallel zu der 
dem Beobachter zugekehrten Tischkante des Tisches, auf dem das Gerät aufgestellt zu 
denken war. In diesem Falle konnte und mußte die Neigung des Oberkörpers über den 
Tisch dauernd die gleiche bleiben, und es war lediglich eine Seitwärtsbewegung des 
Kopfes bzw. des Körpers erforderlich. 

Ergab sich hieraus, als einfache logische Folgerung, eine Bewegung des Prismen- 
derivators in Richtung der X-Achse, so mußte sich, als weitere Folgerung, eine Verschie- 
bungsnotwendigkeit des Zeichenblattes in Richtung der Y-Achse anschließen. Der Vorgang 
gestaltete sich hierdurch folgendermaßen: Der Zeichenstift bzw. der Mittelpunkt des Prismen- 
derivators sollte entlang geführt werden an dem beliebig kleinen, aber geradlinig gedachten 
Kurvenstück von Pı (%, Yyı) bis P, (&, %). Es seien hierbei &; %ı 2%, sämtlich positiv — die 
beiden Punkte also im ersten Quadranten; ferner mögen x; > xı und ys > yı sein. Statt 
nun den Zeichenstift bzw. den Prismenderivator unmittelbar von Pı nach P; zu führen, 
werden sie um das Stück (2%; —%,) in der positiven Richtung der X-Achse geführt, wäh- 
rend gleichzeitig das Zeichenblatt um das Stück (Y, —yı) in der negativen Richtung 
der Y-Achse bewegt wird. Auf diese Weise muß, beim Integrieren, der Zeichenstift das 
Kurvenstück Pı — P, aufzeichnen, während beim Differenzieren sich der Mittelpunkt des 
Prismenderivators genau über diesem Kurvenstück bewegen muß. Genau in der gleichen 
Weise erfolgt bei jeder beliebigen Kurve Aufzeichnen durch den Zeichenstilt bzw. Ent- 
langführen des Prismenderivators, wenn jeweils einer Verschiebung des Zeichenstiftes 
um Öx in Richtung der Kurve die entsprechende Verschiebung der Platte Pl, um Öy 
folgt — letztere naturgemäß entgegengesetzt der ansteigenden oder fallenden Kurven- 
richtung. 

Aus diesen Erwägungen ergab sich als Grundkonstruktion des Differentio- Inte- 
graphen folgende Konstruktion: Auf einer feststehenden Platte Pl, ist die zu integrierende 
oder Difierentialkurve anzubringen. Unter der Ebene dieser Platte ist eine zweite Platte, 
Pla, gegen jede Verkantung und Seitenverschiebung gesichert, in Richtung der Y-Achse 
mit möglichst geringem Reibungswiderstand so verschiebbar, daß ihre eine Hälfte in der 
Richtung auf den Betrachter über die Platte Pl, hinausragt. Es sind also beide Platten 
gleichzeitig zu übersehen. Auf der Platte /?l; wird die zu differenzierende oder Integral- 
kurve angebracht. 


6. Die Lösnng des konstruktiven Grundproblems. Die nächste Aufgabe be- 
stand darin, eine Vorrichtung zu Konstruieren, die auf mechanischem Wege diese Ver- 
schiebung der Platte Pl, sicherstellte. Hierfür stand ohne weiteres zur Verfügung die 
an sich schon bekannte Vorrichtung der Integrierrolle.e Wenn man ein scharfkantiges 
Rädchen mit horizontaler Achse mit mäßigem Druck auf die Platte P!, auflegte und dann 
das hädchen parallel zur X-Achse bewegte, so war eine Seitwärtsverschiebung auf Pl,, 
wegen des großen Reibungswiderstandes, nicht möglich. Das Rädchen konnte sich, auf 
Plz bezogen, nur genau in Richtung rechtwinklig zu seiner Achse bewegen. Wenn nun 
eine Bewegung des Rädchens in Richtung der Y-Achse nicht möglich war, so mußte es, 
wenn seine Achse nicht parallel zur Y-Achse verlief, bei jeder Verschiebung in Richtung 
der A-Achse eine Bewegung der Platte Pl, in Richtung der }-Achse hervorrufen. Und 
zwar betrug diese Bewegung der Plätte Pl,, wenn die Achse des Rädchens mit der 
Y-Achse den Winkel 9 bildete und das Rädchen um die Strecke Z in Richtung der 
X-Achse bewegt wurde 


n=&'tgy. 
Demzufolge beschreibt das Rädchen auf der Platte Pl, eine Kurve in der Weise, 


daß in jedem Punkte dieser Kurve die Achse des Rädchens genau die Richtung der 
Normalen hat. 
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Wenn nun zwischen einer auf Pl, 


Zu diesem Zweck ist der Zeichen- 
stift der Differentialkurve (Z,) auf einer 
Gleitschiene ($), parallel zur Y-Achse, 
leicht verschiebbar angebracht. Ein Zahn- 
rad (Za) mit senkrechter Achse ist genau 
iber der X-Achse, seitlich beweglich, 
angebracht. Dieses Zahnrad ist mit einer 
kurzen horizontalen Röhre (R) fest ver- 
bunden in der Weise, daß die Mittellinie 
der Röhre genau über dem Mittelpunkt 
der Achse des Zahnrades liegt. In der 
Röhre ist eine Stange (St) frei verschieb- 
bar angebracht; das Ende der Stange ist 
mit dem Zeichenstift der Differentialkurve 
fest verbunden. 

Das Zahnrad ist befestigt auf einem 
Schlitten (Sch), der über den beiden 
Platten Plı und Pl in Richtung der 
X-Achse seitlich mit geringstem Rei- 
bungswiderstand verschoben werden kann. 

Die Gleitschiene S ist, ebenso wie 
der Schlitten Sch, genau parallel zur 
Y-Achse. Der Abstand der Gleitschiene 
S vom Schlitten Sch und damit von dem 
Mittelpunkt der Achse des Zahnrades Zr 
ist an sich verstellbar; im Verlauf der 
Durchführung einer Integration oder 
Differentiation bleibt er jedoch konstant. 

Es sei nun dieser Abstand zwischen 
der senkrechten Mittelachse des Zahn- 
rades Zr und der Gleitschiene S gleich c. 
Befindet sich nun der Zeichenstift Z, 
auf einem Punkt mit der Ordinate n, so 
bildet die Stange St mit der X-Achse 
einen Winkel 9, für den die Glei- 
chung gilt 


gg= 
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aufzuzeichnenden Kurve und der von dem 
rädchen auf Pl, beschriebenen Kurve die Beziehung herrschen soll, daß die erstgenannte 
Kurve die Differentialkurve der zweiten ist, so muß eine Einrichtung getroffen werden 
in der Art, daß der Abstand des Zeichen- oder Fahrstiftes, welcher längs der Differential- 
kurve geführt wird, von der X-Achse stets gleich oder proportional ist dem Tangenswert 
les Winkels %, den die Achse des Rädchens mit der Y-Achse bildet. 
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Da diese Gleichung für jede beliebiga Stellung des Zeichenstiftes Z, Geltung hat, 
so bildet, wenn der Zeichenstift eine Kurve beschreibt, in jedem Augenblick St mit der 
X-Achse einen Winkel 9, für den die Beziehung gilt 


etgy=y. 
Da nun einer ÄAenderung des Winkels zwischen St und der X-Achse um einen 
Winkel stets eine Drehung des Zahnrades Zr um seine Achse ebenfalls um denselben Winkel 


entspricht, so ist damit sichergestellt, 


daß die Stellung des Zahnrades Zr in direktem 


Verhältnis abhängig ist von dem Winkel zwischen St und der X-Achse, wobei tg 
proportional ist dem Y-Wert des jeweiligen Punktes der Kurve, welche der Zeichenstift 


Zı beschreibt. 


Nun ist Zr mit dem Prismenderivator Pr und den Integrierrädern A, und 


/t, durch Zahnradübertragung in der Weise verbunden, daß die Richtung des P’rismen- 
derivators und der Integrierrädchen Rı und As stets genau parallel zu St ist. 

Sowohl Pr und Ai, R,, sowie der Integralkurvenzeichenstift Z, sind fest an dem 
um eine senkrechte 


Schlitten Sch angebracht 
Achse drehbar. 


— die ersteren selbstverstäindlich dabei 
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Es wurde bereits oben nachgewiesen, daß bei einer Seitwärtsbewegung der Inte- 
grierrädchen A, und AR, in Richtung der X-Achse die Platte Pl, in der Weise bewegt 
werden muß, daß der Zeichenstift Z, auf der Platte eine Kurve aufzeichnet — bzw. der 
Mittelpunkt des Prismenderivators über einer Kurve geführt werden muß —, deren Tan- 
gentenrichtung in jedem Punkt genau parallel ist zu der Richtung des Rädchens. Es 
wurde soeben weiterhin nachgewiesen, daß der X-Wert jedes Punktes der Kurve, welche 
der Zeichenstift Z, aufzeichnet, proportional ist dem Tangenswert des Winkels, welchen 
gleichzeitig die Integrierrädchen A, und 7%, mit der X-Achse bilden. 

Da die beiden Zeichen- 
stifte Zı und Z, fest an dem 
gleichen Schlitten Sch ange- 
bracht sind, so ist fernerhin 
feststehend, daß einer Seit- 
wärtsbewegung des einen 
Zeichenstiftes in Richtung der 
X-Achse um eine Strecke a 
genau die gleiche Bewegung 
des anderen Zeichenstiftes 
ebenfalls in Richtung der 
X-Achse entsprechen muß. 





Abb, 4. Erstes Versuchsmodell des Differentio-Integraphen; mit 2 : 
ihm wurden die Vergleichsversuche ausgeführt. Es fehlt noch Zusammenhängend ergibt 
die Verlängerung der beweglichen Platte nach oben und die sich hieraus folgendes: Be- 
weitere Steuerung durch ein zweites Integrierrädehen auf fester schreibt der Zeichenstift Zı 
Unterlage. eine Kurve Z' (x y) =0, 50 


beschreibt der Zeichenstift Z; 
gleichzeitig eine zweite Kurve @ (x, %) — 0, wobei zwischen beiden Kurven bewiesener- 
maßen folgende Beziehung besteht: 

»Die Werte %ı%: ....%. der Kurve F(xy)=0 sind proportional den Tangens- 
werten der Winkel 91, %2....g@„ zwischen der X-Achse und den Tangenten an die 
Kurve G(zYy) = 0 in den Kurvenpunkten mit den gleichen X-Werten %,% ....%, 
welche auch zu den Kurvenpunkten %ı, % .... %„ der Kurve F(x,y) = 0 gehören « 

Demnach ist F'(z,yJ)=0=@G(x&,y); das heißt: »Die durch den Zeichenstift Zı 
aufgezeichnete Kurve ist die Differentialkurve der durch den Zeichenstift Z, aufgezeich- 
neten, während umgekehrt die durch den Zeichenstift Z, aufgezeichnete Kurve eine 
Integralkurve der durch den Zeichenstift Z, aufgezeichneten ist. 


7. Die Wechselbeziehung zwischen Integration und Differentiation. Hier- 
mit wäre demnach im Grunde die gestellte Aufgabe bereits gelöst. Die Arbeitsweise des 
Gerätes als Integraph verläuft in der einfachsten Weise derart, daß das Zeichenblatt mit 
der gegebenen zu integrierenden Kurve auf die Platte Pl, aufgelegt wird. Der Zeichen- 
stiit Z, wird dann ganz einfach längs dieser zu integrierenden Kurve geführt und der 
Zeichenstift Z, zeichnet selbsttätig die gesuchte Integralkurve auf. Beim Vorgang der 
Differentiation andererseits wird die gegebene und zu differenzierende Kurve auf die Platte 
Pl, aufgelegt und der Prismenderivator genau über den Anfangspunkt dieser Kurve gebracht. 
Wird dann der Prismenderivator genau in Richtung der Kurve eingestellt und der 
Schlitten unter ständiger Korrektur der Einstellung des Prismenderivators seitwärts ver- 
schoben, so muß der Zeichenstift Z, die gesuchte Differentialkurve aufzeichnen. Hierbei 
ist eine doppelte Kontrolle für die genaue und richtige Durchführung der Differentiation 
gegeben dadurch, daß nur bei genau richtiger Einstellung des Prismenderivators, also 
bei genau richtiger Differentiation, die Mitte des P’rismenderivators dauernd genau über 
der Mitte der zu differenzierenden Kurve geführt wird. Der Vorgang besteht im Gegen- 
satz zum Vorgang der Integration in diesem Falle nicht darin, daß der Prismenderivator 
direkt über der Kurve entlang geführt wird, sondern es wird mit dem Zeichenstift Zı 
direkt die gesuchte Differentialkurve aufgezeichnet, und diese Differentialkurve wird, im 
Augenblick der Aufzeichnung, sofort wieder reintegriert. Die sofort erfolgende Reinte- 
gration liefert die erwähnte zweite Kontrolle über die Richtigkeit des Vorganges. Dieser 
Weg, der sich im Verlauf der Versuche als überaus zweckmäßig erwiesen hat, wurde 
ursprünglich als Aushilfsmaßnahme gefunden. Anfänglich liefen die Konstruktionsversuche 
in der Richtung, daß der P’rismenderivator längs der zu differenzierenden Kurve geführt 
werden sollte, und daß der PPrismenderivator dabei direkt durch Drehung mit der Hand 














Band 10, Heft 6 z A .. j 
Dezember 1930 v. Harbou, Der Prismenderivator und der Differentio-Integraph 


a 
-) 


in die genaue Tangentenrichtung eingestellt werden sollte. Hierbei ergaben sich Schwierig- 
keiten, die in der Gestalt der Tangenskurve begründet waren. Bei Richtungswinkeln bis 
zu 45° war die Lösung verhältnismäßig einfach, da einer geringen Winkeländerung auch 
geringe Aenderungen des Tangenswertes gegenüber standen. Die Schwierigkeiten er- 
gaben sich erst bei größeren Winkeln, bei denen schon eine ganz geringe Winkelver- 
änderung eine ganz erhebliche Aenderung des Tangenswertes bedingte. Schon allein die 
Frage der rein mechanischen Kraftübertragung war hierbei schwer zu lösen. Eıne ein- 
fache Ueberlegung führte nun dahin, daß es richtiger war, durch eine direkte Bewegung 
des Zeichenstiltes um eine größere Strecke eine kleine Winkeländerung in der Einstellung 
des Prismenderivators hervorzurufen, als umgekehrt. Die Möglichkeit der d‘ ppelten Kon- 
trolle einerseits durch die direkte Ablesung der Prismeneinrstellung, andererseits durch 
die automatische Führung des Prismenderivators über die Mitte des Kurvenstriches ergab 
sich aus der Wahl dieses Weges als eine zwangsläufige, aber durchaus vorteilhafte Folge- 
erscheinung. Bei dem Ausmaß der gewählten Vergrößerungen ist eine Abweichung der 
Mitte des Prismenderivators von der Mitte des Kurvenstriches um 0,1 mm bereits deutlich 
erkennbar. Eine Korrektur ist dann selbstverständlich sofort möglich. 

Demzufolge kann man sagen: »Bei dem Vorgang der Difierentiation zeichnet der 
Differentiograph als gesuchte Differentialkurve eine Kurve auf, deren Integralkurve an 
keiner Stelle um mehr als 0,1 mm von der gegebenen zu differenzierenden Kurve abweicht«. 

Man darf sich naturgemäß durch die anscheinend sehr präzise Fassung dieses 
Messungsergebnisses nicht täuschen lassen. Die mechanische Differentiation ist und bleibt 
auf jeden Fall eine sehr schwierige Aufgabe und man muß sich klar darüber sein, daß 
dies erwähnte Ausmaß von 0,1 mm noch keinen absoluten Anhaltspunkt für die Genauig- 
keit der durchgeführten Differentiation gibt. Es kommt letzten Endes garnicht so sehr 
darauf an, um wieviel die Integralkurve der gefundenen Differentialkurve an den einzel- 
nen Stellen von der gegebenen zu differenzierenden Kurve abweicht; es kommt vielmehr 
darauf an, welcher seitlichen Verschiebung in Richtung der &-Achse der Uebergang von 
der richtigen zur falschen Stellung des Prismenderivators entspricht. Wenn beispielsweise, 
ausgehend von einer genau richtigen Stellung genau über der Mitte der zu difierenzie- 
renden Kurve, bereits nach einer Seitwärtsverschiebung von 0,1 mm das erwähnte Höchst- 
maß der Abweichung von wiederum 0,1 mm erreicht wäre, so entspräche das einem 
Winkelfehler bei der Einstellung des Prismenderivators um volle 45°. Nun ist dieser 
extrem krasse Fall nur als Beispiel erwähnt worden. In der Praxis ist er selbst- 
verständlich ansgeschlossen. Das Beispiel ist in der Hauptsache angeführt worden, 
um vor dem leicht eintretenden Fehler zu warnen, eine eingetretene und erkannte 
Abweichung zu schnell korrigieren zu wollen. Wenn eine kleine Auswanderung des 
Prismenderivators aus der Mitte des Kurvenstriches um beispielsweise 0,1 mm erkannt 
worden ist, so liegt darin zunächst der Beweis, daß ein, wenn auch noch so kleiner Feh- 
ler bei der Differentiation vorgekommen ist. Es wäre jedoch ein Trugschluß, wenn man 
sich einbilden wollte, man könne diesen Fehler dadurch wieder ausgleichen oder wieder 
gut machen, daß man nun durch entsprechende Einstellung des Prismenderivators es 
dahin bringt, daß die Mitte des Prismenderivators wieder über die Mitte des Kurvenstriches 
kommt. Daß dies ein Trugschluß ist, erkennt man am besten daraus, daß zu jeder Diffe- 
rentialkurve eine unendliche Anzahl paralleler Kurven als Difierentialkurven gehören. 
Versucht man also einen erkannten Fehler in der erwähnten Weise durch Zurückbringen 
des Prismenderivators über die Mitte des Kurvenstriches zu korrigieren, so fügt man 
letzten Endes dem ersten Fehler nur einen zweiten Fehler hinzu. Das an sich richtige 
Verfahren wäre es, die einmal eingetretene Abweichung von der Mitte des Kurvenstriches 
für den ganzen restlichen Verlauf der Differentiation beizubehalten. Man wird vielleicht 
aus Gründen der leichteren Abschätzungsmöglichkeit hiervon Abstand nehmen. Als prak- 
tisch zweckmäßiges Verfahren mag auf Grund der Versuchserfahrungen empfohlen werden, 
daß man die Tendenz eines möglichst langsamen Zurückkehrens über die Mitte des Kur- 
venstriches einzuhalten sich bemüht. 


8. Weitere Probleme und ihre Lösungen. Im Verlauf der Konstruktionsver- 
suche ergaben sich nun noch eine Reihe weiterer Verbesserungen und Verfeinerungen. 
Als Schwierigkeit ergab sich zunächst folgendes: Einer Seitwärtsbewegung des 
Schlittens um eine Strecke x entsprach stets eine Bewegung der Platte Pl, um eine 
Strecke 9%. Hierbei war der Wert von % abhängig von der Richtung der Integralkurve, 
also von der Einstellung des Integrierrädchens, und zwar war diese Abhängigkeit derart, 
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daß, wenn p der Winkel war, zwischen der Richtung des Integrierrädchens und der 
X-Achse, y=x:tgy war. Solange 9 sich also in kleineren Weıten als 45° bewegte, 
entsprach einer Seitwärtsbewegung des Schlittens um eine Strecke a stets eine Bewegung 
der Platte Pl, um eine Strecke kleiner als a. Die Arbeitsleistung, welche das Integrier- 
rädchen zu leisten hatte, war also verhältnismäßig klein und fiel gegenüber dem Reibungs- 
widerstand, welcher einer Seitwärtsverschiebung des Rädchens gegenüberstand, nicht ins 
(rewicht. Grundsätzlich anders gestalten sich demgegenüber die Verhältnisse mit wach- 
sendem Winkel. Je mehr sich 9 90° näherte, um so größer war die Arbeitsleistung, 
welche das Rädchen durch Bewegung der Platte Pl» zu bewältigen hatte. Bereits bei 65° 
entsprach einer Seitwärtsbewegung des Schlittens um eine Strecke a eine Bewegung der 
Platte um das Doppelte. Mit wachsenden Winkeln stieg dann diese Mehrleistung rasch 
auf das Vielfache. 

Die Arbeitsgenauigkeit des Gerätes hängt nun davon ab, daß der Reibungswider- 
stand, welcher sich einer Seitwärtsverschiebung des Rädchens auf seiner Unterlage ent- 
gegenstellt, möglichst groß ist, gegenüber der Arbeitsleistung, welche das Rädchen bei 
einem Abrollen genau in der Richtung seiner Einstellung zu bewältigen hat. Es ist ohne 
weiteres klar, daß demzufolge bei größeren Winkeln von 9 dies Verhältnis so ungünstig 
wurde, daß zunächst ein ungenaueres Arbeiten, später ein vollkommenes Versagen die 
Folge sein mußte: Es ist dies eine Folgeerscheinung, welche bei allen Integraphen zu 
beobachten ist. Beim Integraphen von Abdank-Abakanowitz beispielsweise erfolgt von 
bestimmten Winkeln ab einfach ein Herausspringen des einen Schlittens aus der Schienen- 
führung und damit eine Unmöglichkeit des Arbeitens. 

Diese Erscheinung führte zu folgenden Erwägungen: Die Seitwärtsbewegung des 
Schlittens in Richtung der X-Achse und die Auf- und Abwärtsbewegung der Platte /!l; 
in Richtung der Y-Achse war unbedingt voneinander abhängige in der Weise, daß je nach 
der Einstellung des Integrierrädcehens eine bestimmte Seitwärtsbewegung des Schlittens 
einer bestimmten Auf- oder Abwärtsbewegung der Platte entsprach. Es war durchaus 
nicht erforderlich, stets die Seitwärtsbewegung des Schlittens direkt vorzunehmen und die 
Bewegung der Platte daraus abzuleiten als Arbeitsleistung der Integrierrolle; sondern 
es war genau so gut möglich, die Bewegung der Platte direkt vorzunehmen und dadurch 
die Seitwärtsbewegung des Schlittens als Arbeitsleistung des Integrierrädchens erfolgen 
zu lassen. Demzufolge wurde an der linken Seite des Gerätes ein kleines Handrad ange- 
bracht, welches beliebig eingeschaltet werden konnte, und welches dann die Bewegung 
der Platte direkt vornahm. Der Vorgang war dann bei Integration und Differentiation 
senau gleich der folgende: Bei Richtungswerten der Integralkurven kleiner als 45°, bei 
Y-Werten der Diiierentialkurve also kleiner als 1, erfolgte der Vorgang in der bereits 
geschilderten Weise so, daß der Schlitten durch Seitwärtsführung des Zeichenstiftes Zı 
seitwärts bewegt und die Platte Pl, dabei durch das Integrierrädchen gesteuert wurde. 
Bei größeren Winkeln wurde das Handrad eingestellt und die Platte Pl, direkt bewegt. 
Die Seitwärtsführung des Schlittens erfolgte dann durch die Arbeitsleistung des Integrier- 
rädchens. Es war bierbei erforderlich, daß die Bewegung des Zeichenstiftes Z, ausschließ- 
lich in Richtung der Y-Achse erfolgte und daß hierbei jede Störung der Seitwärtsbewegung 
des Schlittens vermieden wurde. Es bestanden anfangs Bedenken, ob sich diese störungs- 
freie Bewegung in Sichtung der Y-Achse tatsächlich einwandfrei durchführen lassen würde. 
Die Versuche haben ergeben, daß diese Bedenken vollkommen haltlos waren. Schon bei 
ganz geringer Uebung und ohne übertrieben große Sorgfalt bildete das Verfahren keinerlei 
Fehlerquellen. 

Auf diese Weise arbeitet das Gerät unter Verhältnissen, welche auch bei der Ver- 
wendung als Integraph vollständig von denen anderer Geräte abweichen Jeder andere 
normale Integraph hat sein Optimum der Leistungsfähigkeit bei einer Steigung der Inte- 
gralkurve von 0°, bei einem Y-Wert der Differentialkurve also von 0. Von diesem Optimum 
ab läßt die Leistungsfähigkeit des Apparates, zunächst natürlich vollkommen unmerklich, 
nach, um dann bei einem bestimmten Winkel bis zur Unbrauchbarkeit zu sinken. Bei 
welchem Wert dies beispielsweise beim Integraphen von Abdank-Abakanowitz eintritt, 
geht aus den Vergleichsversuchen des III. Teiles hervor. Bei dem Differentio-Integraphen 
dagegen liegt ebenfalls bei den geschilderten $g = 0 der Integralkurve bzw. y=0 der 
Differentialkurve ein Optimum vor. Der Leistungsabfall ist an sich genau so vorhanden, 
wie bei anderen Integraphen, d.h. er ist de facto zunächst nicht festzustellen. Von einem 
Winkel von 45° ab dagegen, nach Umschalten des Handrades, verbessert sich die Leistungs- 
jähigkeit wieder, um dann bis zu der Endeinstellung, die aus rein konstruktiven und 
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mechanischen Gründen überhaupt möglich ist, zu einem zweiten Optimum anzuwachsen. 
Auf diese Weise ist es möglich, beispielsweise die Grade y = 10 zu integrieren. Dies 
entspricht einer Steigerung der Integralkurve von über S4°. Das ist eine Leistung, welche 
wohl von keinem anderen Integraphen ohne weiteres erreicht wird. An sich wäre eine 
noch größere Steigerung konstruktiv möglich. Sie erscheint jedoch in Anbetracht der 
Forderungen der Praxis nicht als notwendig. 

Bei dem ersten Versuchsmodell war das Integrierrädehen unmittelbar neben dem 
Prismenderivator angeordnet. Darans ergaben sich einige Nachteile, welche zwar nicht 
die Genauigkeit der Arbeitsweise, wohl aber die Bequemlichkeit der Arbeit beeinträchtigten. 
Zunächst, ein reiner Schönheitsfehler, waren die Spuren, welche das Integrierrädchen auf 
dem Papier hinterließ, ziemlich scharf und deutlich zu sehen. Ferner ergab sich eine 
gewisse Abhängigkeit der Sicherheit und Zuverlässigkeit von dem Material des Zeichen- 
blattes, auf dem die Integralkurve aufgezeichnet war. Bei kräftigem und rauhem Zeichen- 
papier waren die Ergebnisse wohl einwandfrei. Sehr dünnes und sehr glattes Papier, 
beispielsweise schon mm-Papier, ergab leicht seitliche Verschiebungen; auch verrutschte 
das Papier bisweilen oder riß gar ein. Aus diesem Grunde wird bei der endgültigen 
Konstruktion die Platte Pl, oberhalb — d.h. in der Plusrichtung der Y-Achse — der 
Platte Pl, verlängert. Das Integrierrädchen läuft dann hier auf einer ständig gleich- 
bleibenden Unterlage. Neben dem Prismenderivator an der Stelle, an der bisher das 
Integrierrädehen untergebracht war, wird ein Hilfsintegrierrädchen mit breiter Auflage- 
fläche angebracht, welches die Steuerung lediglich unterstützt. Der hierdurch erreichte 
doppelte Antrieb des Schlittens wirkt sich besonders bei einer Einschaltung des Hand- 
rädchens aus. (Bei den Vergleichsversuchen war diese Verbesserung noch nicht vor- 
handen.) 

Schließlich ist noch als Selbstverständlichkeit zu erwähnen, daß der Abstand 
zwischen dem eigentlichen Schlitten und der Gleitschiene ($) veränderlich ist, so daß sich, 
— innerhalb der konstruktiv gewählten Grenzen natürlich — der Maßstab der Differential- 
kurve wählen läßt. 

Nachdem hiermit im wesentlichen die bei der Durchführung der Konstruktion maß- 
gebenden Gesichtspunkte aufgeführt und die daraus sich ergebende Konstruktion dargestellt 
worden ist, sollen im nächsten Kapitel kurz die Gesichtspunkte bei der Anwendung aus- 
geführt werden, während die kritische Beurteilung den letzten Ausführungen vorbe:- 
halten bleibt. 


9 Verwendung des Differentio-Integraphen zur Integration. Bei Verwen- 
dung des Gerätes als Integraph ist in erster Linie darauf zu achtev, daß die X-Achse 
der zu integrierenden Kurve genau die richtige Lage hat. Zu diesem Zweck ist dem 
Gerät ein Auflegelineal beigegeben, welches auf die Platte Pl, mit der zu integrierenden 
Kurve so aufgelegt wird, daß es an den rechts und links auf der Platte 7’, befestigten 
Zapien anliegt. Das Zeichenblatt mit der zu integrierenden Kurve muß dann so ver- 
schoben werden, daß die X-Achse genau mit der Oberkante des Lineals verläuft. In 
dieser Stellung wird das Zeichenblatt dann festgelegt. — Der zweite zu berücksichtigende 
Gesichtspunkt ist die Wahl des richtigen bzw. des zweckmäßigen Maßstabes für die zu 
integrierende Kurve. In vielen Fällen wird dieser Maßstab durch die Natur dieser Kurve 
bedingt sein. Man stellt dann den Maßstab in der Weise ein, daß man der Gleitschiene 
den Abstand von der Mittellinie des Schlittens gibt, welcher der Einheit des beabsichtigten 
Maßstabes entspricht. Die Maßzahlen für diesen Maßstab sind in mm oben und unten 
angegeben. Auf jeden Fall muß unbedingt darauf geachtet werden, daß die Gleitschiene 
genau parallel zum Schlitten verläuft. Zu diesem Zweck muß die Einstellung am oberen 
und am unteren Ende der Gleitschiene genau auf die gleiche Zahl zeigen. 

Hat man vollkommene Freiheit für die Wahl des Maßstabes, so wird man sich im 
allgemeinen nach dem Zweck der Integration richten, vor allem sich auch in großen 
Zügen annähernd den Verlauf der zu erwartenden Integralkurve klar machen. Wenn 
keine besonderen Gründe dagegen sprechen, empfiehlt sich im allgemeinen die Wahl eines 
großen Maßstabes, also vielleicht eine Strecke von 5 cm als Einheit der zu integrierenden 
Kurve. 

Bei dem Auflegen des Zeichenblattes für die Integralkurve als Ergebnis der Inte- 
gration ist zunächst nur darauf zu achten, daß die X-Achse genau parallel zum unteren 
Rande der Platte Pl, verläuft. Da bekanntlich jeder gegebenen Kurve unendlich viel 
parallele Kurven entsprechen, ist es an sich belanglos, an welcher Stelle der Plätte Pl, 
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man mit der Integration beginnt. Man wird sich zweckmäßig nach der Gestalt der zu 
integrierenden Kurve richten. Verläuft beispielsweise die zu integrierende Kurve be- 
sonders im Anfang vorwiegend oberhalb der X-Achse, so wird die Integralkurve einen 
ansteigenden Verlauf nehmen. Man wird infolgedessen zweckmäßig die Platte so weit 
wie möglich nach oben schieben und mit der Aufzeichnung der Integralkurve am unteren 
Rand der Platte Pl; beginnen. Wichtig ist jedoch eine Festlegung zweier entsprechender 
Punkte der X-Achse auf den beiden Zeichenblättern. Zwar entspricht einer Verschiebung 
um eine Strecke a in Richtung der X-Achse auf einer der beiden Platten stets genau 
der gleichen Verschiebung auch auf der anderen Platte, jedoch sind die einander genau 
entsprechenden X-Werte seitlich zueinander verschoben, und das Maß dieser seitlichen 
Verschiebung ist verschieden, je nach dem gewählten Maßstab der Differentialkurve. 

Wenn die zu integrierende Kurve sich dauernd auf ein und derselben Seite der 
X-Achse befindet, so hat naturgemäß die Integralkurve dauernd entweder ansteigende 
oder absteigende Richtung. Es kann infolgedessen vorkommen, daß die Ausdehnung der 
Platte Pl; in Richtung der Y-Achse zur Aufzeichnung der Kurve nicht ausreicht. In 
diesem Falle hebt man einfach die Integrierrollen von der Platte Pl, ab und verschiebt 
die Platte in der entgegengesetzten Richtung. Die Integration erfolgt dann einfach stück- 
weise. Für das Ergebnis ist dieses Abbrechen vollkommen belanglos. Im übrigen ist 
der Vorgang der Integration genau der gleiche wie bei anderen bekannten Integraphen. 
Man führt den Zeichenstift einfach längs der zu integrierenden Kurve. Bei Werten der 
zu integrierenden Kurve etwa bis zu y=1 führt man dabei ganz einfach den Zeichenstift 
längs der Kurve. Wird dieser Wert auf einer längeren Strecke und erheblich über- 
schritten, so geht man zweckmäßig für diese Gebiete auf den Handradantrieb über. Man 
schaltet durch Herumlegen des kleinen Hebels das Handrad ein, bewirkt durch Drehen 
des Handrades die entsprechende Verschiebung der Platte Pl, direkt und beschränkt sich 
darauf, den Zeichenstift in Richtung der Y-Achse zu bewegen. Hierbei muß dann jede 
Beeinflussung der Seitwärtsbewegung des Schlittens vermieden werden. Dies ist jedoch 
bei einiger Sorgfalt ohne jede Schwierigkeit möglich. Mit diesem an sich sehr einfachen 
Verfahren sind die bei der Integration zu beachtenden Gesichtspunkte bereits alle berück- 
sichtigt. Der Aufgabenkreis, welcher durch mechanische Integration behandelt werden 
kann, soll hier nicht angeführt werden, da er den Rahmen dieser Abhandlung über- 
schreitet. 


10. Verwendung des Differentio-Integraphen zur Differeniiation. Bei der 
Diiferentiation von Kurven ist zunächst wiederum darauf zu achten, daß die X-Achse 
des Zeichenblattes mit der zu diiierenzierenden Kurve genau parallel zur unteren Kante 
der Platte Pl, .verläuft. Ebenso muß natürlich die X-Achse des Zeichenblattes, welches 
die Differentialkurve aufnehmen soll, in der bereits geschilderten Weise genau in die 
richtige Lage gebracht werden. 

Eine andere Bedeutung als bei der Integration hat in diesem Falle die Wahl des 
Maßstabes der Diiierentialkurve. Maßgebend für die Wahl dieses Maßstabes ist der steilste 
Anstieg, der im Verlauf der zu differenzierenden Kurve überhaupt vorkommt. Es können 
an sich Steigungen noch über 80° differenziert werden. Kommen Stellen mit noch 
größerem Neigungswinkel vor, so muß streckenweise die zu diiierenzierende Kurve in 
irgend einer Weise mechanisch so umgeformt werden, daß nur geringere Steigungen vor- 
kommen; oder es müssen die betreffenden Teilstücke der Kurve durch Drehen des Zeichen- 
blattes um 90° so differenziert werden, daß die reziproke Kurve der Diiierentialkurve 
aufgezeichnet wird. 

Unabhängig von diesem Sonderfall muß man also die steilste Stelle der zu diffe- 
renzierenden Kurve sich aussuchen und den Maßstab so wählen, daß die Differentialkurve 
aufgezeichret werden kann. Man verfährt zweckmäßig in der Weise, daß man sich nach 
dem Augenmaß die steilste Stelle heraussucht; man bringt diese Stelle dann genau unter 
den Prismenderivator und stelle durch Verschieben des Zeichenstiftes 2, den Prismenderi- 
vator an dieser Stelle genau in Richtung der Kurve ein. Ist dies ohne weiteres nicht 
möglich, so ist der eingestellte Maßstab zu groß. Man muß dann den Abstand zwischen 
der Gleitschiene und dem Schlitten so lange verringern, bis diese erwähnte Einstellung 
des Prismenderivators möglich ist. Man wird dann selbstverständlich heruntergehen bis 
auf einen Maßstab mit zweckmäßiger Maßeinheit, wenn beispielsweise bei 23 mm die 
Einstellung des Prismenderivators bereits möglich war, so wird man 20 mm als Einheit 
wählen, Im übrigen richtet sich die Wahl des Maßstabes nach freiem Belieben; je größer 
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man den Maßstab wählt, um so ausgesprochener wird die Form der Diifferentialkurve 
zur Geltung kommen. Andererseits werden natürlich auch auftretende Fehler verstärkt 
in Erscheinung treten. 

In der gleichen Weise wie bei der Integration müssen natürlich auch bei der 
Differentiation die entspreehenden X-Werte gekennzeichnet werden. Ebenso ist es in diesem 
Falle erforderlich, den gewählten Maßstab der Differentialkurve zu kennzeichnen. Falls 
man nicht zur Aufzeichnung Millimeterpapier verwendet und die Kennzeichnung hierdurch 
in einfachster Weise vornehmen kann, empfiehlt es sich, zu diesem Zweck parallel zur 
X-Achse die Kurve Y= 1 aufzuzeichnen. Dies kann man in einfachster Weise dadurch 
erreichen, daß man nach Ausschaltung der Integrierrollen den Zeichenstift der Differential- 
kurvenplatte um die Einheit des Maßstabes von der X-Achse nach oben verschiebt und 
dann den Schlitten einmal über die Breite der ganzen Platte bewegt. 

Die Differentiation erfolgt dann in der Weise, daß man das Prisma über den 
Anfangspunkt der zu differenzierenden Kurve bringt. Da, wie im zweiten Teil erwähnt 
wurde, der Prismenderivator die Richtung einer Kurve in einem Punkt P dadurch fest- 
stellt, daß er eingestellt wird in der Richtung der Verbindungslinie zweier Punkte zu 
beiden Seiten des Punktes P, so kann man selbstverständlich nicht den genauen Anfangs- 
punkt nehmen, sondern man muß mit der Differentiation etwa 1 mm von diesem Anfangs- 
punkt entfernt anfangen. Man stellt dann den Prismenderivator genau in der Richtung 
der Kurve ein und bewegt den Schlitten ganz langsam nach rechts. Dabei verstellt man 
den Zeichenstift Z, ständig so, daß der Prismenderivator dauernd in Richtung der Kurve 
eingestellt bleibt. Man achtet ferner darauf, daß sich der Mittelpunkt des Prismenderi- 
vators ständig genau über der Mitte des Kurvenstriches befindet. Bei Steigung wesentlich 
über 45° muß genau wie bei der Integration vom direkten Antrieb des Schlittens zum 
Handradantrieb der Platte übergegangen werden. 

Vorteilhaft ist es, wenn man eine künstliche Lichtquelle zur Verfügung hat, da bei 
bestimmten Richtungen des auffallenden Lichtes leicht Blendwirkungen am Prisma auf- 
treten können. Bei einer künstlichen und leicht verschiebbaren Lichtquelle läßt sich dies 
ohne weiteres vermeiden. 


Dieser ganze Vorgang der Differentiation muß sehr langsam und sorgfältig durch- 
geführt werden; selbst in diesem Falle wird die als Ergebnis aufgezeichnete Kurve einen 
ziemlichen Zick Zack-Verlauf aufweisen Es ist dies eine unvermeidbare Folgeerscheinung 
bei der Differentiation, bedingt durch die Tatsache, daß eine verhältnismäßig bedeutende 
Aenderung des Y-Wertes der Differentialkurve nur eine geringe Richtungsänderung der 
Integralkurve bedingt. Bei sorgfältiger Durchführung kann man jedoch bereits bei der 
ersten Differentiation sehr klar den tatsächlichen Verlauf der Differentialkurve erkennen. 
Es wird jedoch empfohlen, grundsätzlich die Difterentiation mindestens dreimal vorzu- 
nehmen und aus den hierbei gefundenen Kurven den sich sehr deutlich abhebenden 
Mittelwert als endgültige Differentialkurve aufzuzeichnen. Als letzte Kontrolle mag man 
dann die auf diese Weise abschließend gefundene Difierentialkurve nochmals integrieren, 
und man wird dann eine sehr genaue Uebereinstimmung dieser Integralkurve mit der zu 
diffierenzierenden Anfangskurve feststellen können. 


Es sei zum Schluß noch auf eine mögliche Schwierigkeit hingewiesen: Aus den 
theoretischen Ausführungen über die Entstehung des Prismenderivators im zweiten Teil 
dieser Abhandlungen geht hervor, daß es für jeden Prismenderivator Krümmungen gibt, 
bei denen der Krümmungsradius so klein ist, daß eine Richtungsfeststellung nicht mehr 
möglich erscheint. Bei den gewählten Größenanordnungen ist dies der Fall, bei einem 
Krümmungsradius der kleiner ist als etwa 2mm. Solche Krümmungen werden in der 
Praxis nur vereinzelt vorkommen. Bei einiger Uebung und bei einiger Sorgfalt wird es 
hierbei ohne weiteres möglich sein, sich trotzdem dadurch zu helfen, daß man durch 
vorsichtiges Ausprobieren und ganz langsames Arbeiten die Mitte des Prismenderivators 
über der Mitte des Kurvenstriches hält. Sollte jedoch der Dijferentio-Integraph Verwen- 
dung finden sollen zu Zwecken, bei denen mit derartig kleinen Krümmungsradien häufiger 
zu rechnen ist, so würde es sich empfehlen, ein kleineres Prisma einbauen zu lassen, 
welches eine Richtungsmessung auch in diesen Fällen erlaubt. 


Es sei zum Abschluß nochmals darauf hingewiesen, daß die Difierentiation ein sehr 
sorgfältiges und gewissenhaftes Arbeiten erfordert. Bei einiger Uebung und Anwendung 
dieser notwendigen Sorgfalt jedoch sind die Ergebnisse zweifellos genauer und zuver- 
lässiger als bei der Arbeit mit allen bisherigen Hilfsmitteln, 
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11. Kritische Beurteilung der allgemeinen Eigenschaften des Gerätes und 
Feststellung der erforderlichen Vergleichsversuche mit den anderen bisherigen 
Hilfsmitteln mechanischer Integration und Differentiation. Es sollen zunächst kurz ange- 
führt werden die Vor- und Nachteile des Gerätes allein nach Art seiner Anwendung und 
seiner Brauchbarkeit, also unabhängig von Vergleichsversuchen. 

Ein zweifelloser Nachteil liegt in der beschränkten Verwendbarkeit in Richturg 
der X-Achse. Hierin liegt eine Ueberlegenheit des Integraphen von Abdank-Abakanowitz. 
Man kann natürlich die Breitenausdehnung des Gerätes in Richtung der X-Achse auch 
erößer wählen als es bei den angeführten Geräten der Fall ist. Die Größenmaße wurden 
so gewählt, daß sie wohl den meisten in der Praxis vorkommenen Anforderungen genügen 
dürften. $Melbst bei ausgedehnteren Kurvenmessungen wird sich wohl Integration bzw. 
Differentiation in einzelnen Teilabschnitten ermöglichen lassen. Die Beschränkung der 
Verwendbarkeit in Richtung der Y-Achse ist dem Gerät mit fast allen anderen Geräten, 
vor allem auch dem Integraphen von Abdank-Abakanowitz-Coradi gemeinsam. Ein wesent- 
licher Nachteil wird hierin überhaupt nicht erblickt, da eine Abhilfe wohl in jedem Falle 
möglich ist. 

Als ein Vorteil ist wohl die Trennung der Zeichenblätter für die Differentialkurve 
und die Integrierkurve zu betrachten. 

Im übrigen ist für die Beurteilung der Brauchbarkeit des Gerätes letzten Endes 
allein maßgebend die Arbeitsgenauigkeit, welche an Hand einer Reihe von Versuchen 
festgestellt wurde. Die Versuchsergebnisse sind in Tabellenform beigefügt. Sie erstrecken 
sich auf folgende Gebiete: 

Vergleich der Arbeitsweise des Differentio Integraphen als Integraph mit dem 
Integraphen von Abdank-Abakanowitz-Coradi. 

Vergleich der Arbeitsgenauizkeit des Prismenderivators mit dem Spiegellineal 
hinsichtlich der Genauigkeit der Richtungsbestimmung, also der Schaffung der 
Grundlage für punktweise Differentiation 

Vergleich der ÄArbeitsgenauigkeit des Differentio-Integraphen als Differentiograph; 
da hierbei kein (Gerät vorhanden war, welches diese Aufgabe zum Vergleich 
lösen konnte, mußten zur Beurteilung herangezogen werden entweder die 
rechnerischen Ergebnisse bei bekannten Kurven oder die Genauigkeit der 
Uebereinstimmung zwischen der ursprünglich gegebenen Kurve und der Integral- 
kurve zu der gefundenen Differentialkurve. 


an} 


Aus diesen Gesichtspunkten heraus haben sich folgende Versuchsreihen ergeben: 


Versuchsreihe I bis 6. Zweck: Vergleich zwischen Differentio-Integraph, als Inte- 
graph verwandt, und dem Integraphen von Abdank-Abakanowitz-Coradi. 

Versuchsreihe 1 bis 3: Vergleiche der Genauigkeit bei bestimmten Werten von 

y der zu integrierenden Kurven, also bei bestimmten Richtungswinrkeln der 
Integralkurven. Zu diesem Zweck: 

Versuchsreihe 1: Differentio-Integraph als Integraph mit unmittelbarer 

Seitwärtsbewegung des Schlittens. Integration der Kurven: 
Yu 0,2: D,4;5 0,6: 0,85 15 1,25 1,8. 


Versuchsreihe 2: Differentio-Integraph als Integraph mit Antrieb der 
Integralkurven-Platte durch Handrad und indirekter Seitwärtsbewegung 
des Schlittens. Inteeration der Kurven: 

Y 10: 8: 8: 4: 3: 1.8: 1,6: 1,02: 1.33 11 9,8: 98. 


Versuchsreihe 3: Integraph von Abdank-Abakanowitz-Coradi. In- 
tegration von Kurven von 
y= 0,2 bis y = 3. 
Versuchsreihen 4 bis 6: Vergleich der Genauigkeit bei der Integration be- 
liebirer Kurven mit wechselnden % Werten der zu integrierenden Kurven. 
Versuchsreihe 4: Integration einer Kurve mit Weıten von y nicht wesent- 
lich größer als y= 1 durch Differentio-Integraphen nur mit direktem 
Schlittenantrieb. Integration der Kurve 


y=%, zwischen = —-lund?=|, 
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Versuchsreihe 5: Integration einer Kurve mit beliebigen Werten von %, 
mit Wechsel zwischen direktem Schlittenantrieb und Handradantrieb. 
Integration der Kurve 

y=%, zwischen = — 3 und 7 =3. 


Versuchsreihe 6: Integration einer beliebigen Kurve mit dem Integraphen 
von Abdank-Abakanowitz. Gemeinsame Inhaltsmessung von Drei- 
ecken mit Herrn Dipl.-Ing. Bassenge. 


Versuchsreihen 7 bis 11: Verwendung des I’rismen-Derivators und des Differentio- 
Integraphen zum Differenzieren, verglichen mit dem Spiegellineal als bisherigem 
Gerät zur punktweisen Differentiation und unter Berücksichtigung rechnerischer 
Ergebnisse. 

Versuchsreihe 7 bis 9: Richtungsbestimmung an Kurven durch Prismen Deri- 
vator und Spiegellineal, als Grundlage der Diiferentiation. 

Versuchsreihe 7: Richtungsbestimmungen durch Prismen-Derivator an 
zwei Kurven mit verschiedenem Krümmungsradius, beide Kurven aus- 
gezogen mit Ziehfeder und Tusche. 

Versuchsreihe 8: Richtungsbestimmungen durch Prismen-Derivator an 
zwei Kurven mit verschiedenem Krümmungsradius, beide Kurven gezogen 
mit Bleistift. 

Versuchsreihe 9: Richtungsbestimmungen durch Spiegellineal an zwei 
Kurven mit verschiedenem Krümmungsradius. 

Versuchsreihe 10 und 11: Verwendung des Differentio-Integraphen zur Auf- 
zeichnung der Differentialkurve in einem Zuge. 

Versuchsreihe 10: Difierentiation einer mit Ziehfeder und Tusche aus- 
gezogenen Kurve, deren Differentialkurve rechnerisch ermittelt ist. Nach: 
prüfung des Ergebnisses durch Vergleich mit errechneten Ergebnissen. 
Differentiation der Kurve „= 3%". 

Versuchsreihe 11: Differentiation einer beliebigen, mit Bleistift gezogenen 
Kurve. Nachprüfurg durch Integration der gefundenen Kurve und Ver- 
gleich dieser Integralkurve mit der ursprünglichen, zu differenzierenden 
Kurve. 


Die Berichte über die Ergebnisse der einzelnen Versuchsreihen sind als Versuchs- 
reihen 1 bis 11 beigefügt. 


12. Kritische Beurteilung der Vergleichsversuche. Zusammenfassend ist das 
Ergebnis dieser Versuche wie folgt zu werten: 
Die Versuchsreihen 1—6 sollten feststellen: 
a) ob das Gerät die gleiche Arbeitsgenauigkeit aufwies wie die bisherigen be- 
währten Integraphen; 
b) innerhalb welcher Grenzen das Gerät mit direktem Schlittenantrieb bezw. mit 
Handradantrieb verwendbar ist. 


Die Frage a) kann wohl einwandfrei durch die Versuche als im bejahenden Sinne 
gelöst betrachtet werden. 

Der noch bestehende Mangel einer genauesten Ablesemöglichkeit mittels Nonius 
des jeweiligen Wertes der Integralkurve wird bei den im Bau befindlichen Geräten 
beseitigt. 

Im übrigen zeigen die Ergebnisse eine so gute Uebereinstimmung, daß eine Ab- 
wägung im einzelnen sich erübrigt. Das Gerät ist in erster Linie als Differentiator kon- 
struiert; die Versuche sollten beweisen, daß es, neben den bewährten Konstruktionen, als 
Integraph verwendbar ist; sie sollten nicht in der einen oder anderen Kleinigkeit den 
Nachweis größerer Genauigkeit zu erbringen versuchen. 

Zu der Frage b) ist durch die Versuche bewiesen, daß der Integraph zuverlässig 
arbeitet: 

mit direktem Schlittenantrieb bis zu Richtungswinkeln von. . . 50°, 
mit Handradantrieb von Richtungswinkeln von wer 40°, 
der Integralkurve ab bis zu Richtungswinkeln von über . . . 80", 
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Wenn der Differentio-Integraph hierin die bisherigen Integraphen übertrifft, so ist 
zu bedenken, daß diese Geräte, als reine Inrtegraphen, stets die Möglichkeit haben, durch 
Wahl des geeigneten Maßstabes derartige Richtungswinkel der Integralkurve zu vermeiden. 

Für die Verwendung des Gerätes als Differentiator dagegen ist die Beherrschung 
dieses großen Winkelbereiches von ausschlaggebender Bedeutung. 

Die Versuchsreihen 7—9 haben, ohne weiteren Kommentar, die Ueberlegenheit des 
Prismenderivators über das Spiegellineal zur Richtungsbestimmung, selbst unter ungünsti- 
gen Bedingungen, bewiesen. 

Die Versuchsreihen 10 und 11 schließlich beweisen wohl die Brauchbarkeit des 
Gerätes zur Aufzeichnung der Differentialkurve. Wenn hierbei die Durchführung mehre- 
rer Messungen empfohlen wird, so sei darauf hingewiesen, daß das Verfahren, gegenüber 
den bisherigen Methoden, nicht nur den Vorteil größerer Genauigkeit, sondern auch, trotz 
allem, den einer gewaltigen Zeitersparnis bietet. 

Die Ausführung und der Bau der gesamten Geräte wurde von den Askania- Werken, 
Berlin-Friedenau übernommen und durchgeführt. 


13. Tabellen der Versuchsergebnisse.. Versuchsreihe 1. Direkter 
Schlittenantrieb. Integration der Kurve 4=c, wobei für ce die Werte 0,2; 0,4: 0,6; 
0,8; 1,0; 1,2; 1,4 eingesetzt wurden. 

Jede der Kurven wurde, beginnend mit =(0, %9=c, endend mit =10, y=e, 
je 1Omal befahren, ohne daß zwischen den 10 Messungen eine Unterbrechung eintraf. 

Der Unterschied zwischen dem Ergebnis der ersten und der letzten Messung gibt 
somit die Summe aller Fehler an. 











© 3 Endergebnis der einzelnen Messungen derärt umgerechnet, Summe der Ab- a 
5 L S. daß als Anfangspunkt jedesmal x = 0, y= (0 gerechnet ist weichungen aller Fa 
= v = ®_ 10 Messungen, mer- 
Du |3S7 Mossusnz berechnet durch 
. = Ei 5 5 Differenz zwischen kungen 
ji = | 2 N 5 5 7 5 9 10 |[1. und 10. Messung 
Y yz y etwa 
0,2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0,12 em 12° 
0.4 N \ 4 4 \ 4 \ _ 23° 
0.6 6 t) 5.9 h 6 6 5.9 6 6 6 6 0.1 em 31 
0.8 S 8 7,9 8 S 7,9 8 7,9 8 8 7,9 0,06 cm 39° 
1,0 10 9,9 9,9 10 10 9.9 10 10 10 9,9 | 10 0,06 em 45° 
1.2 12 12 11,9 12 11,8 11,9 12 12 11,9 12 12 0,12 em 50° 
1,4 14 13.8 13,7 13,8 13,8 13,7 13,8 13,6 13,7 13,8 13,7 0,14 em 51 














Die Fehler waren fast durchweg so gering, daß sie durch die Breite des Kurven- 
striches verdeekt und kaum abzulesen waren. \ 

Ueher 54° bzw. %— 1,4 erscheint die Genauigkeit nicht mehr als ausreichend, so 
daß Uebergange zum Ha«ndradantrieb zu empfehlen ist. — Berechnung des mittleren qua- 
dratischen Fehlers ist aus dem oben erwähnten Grunde nicht möglich. 


Versuchsreihe 2. Handradantrieb der Integralkurvenplatte. Integration 
der Kurven y=10, =8, =6, =4, —=2, = 1,8, = 1,6, = 1,4, = 1,2, = 1, = 0,8, = 06. 
Für jete der Kurven 10 Messungen, ohne Unterbrechung hintereinander. 








Summe der Ab- 
weicehuneen, und 
a 2 o i demnach durch- 
wi So Endwert der Einzelmessung : _ 
2 8 3° schnittl. Einzel- 
a g- g 
v m u r abweichung auf 
SL z 2 als Anfangswert genommen x=(, y=(0 
x u 10 cm 
ch in 
Durch- 
Summe ä 
y — U _- schnitt 
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 1.5 mm 0.15 340 15’ 
8 8 S Ss fe) S S 8 8 S 5 S 1.2 mm 0,12 827 50' 
6 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 JlohneAbw ai 800 30' 
N Sg 8 8 8 8 8 8 8 8 S 8 > > er 769 
2 8 x 8 8 8 - S 8 S 8 S > . 63% 30’ 
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Summe der Ab- 
weichungen, und 

. u 
m © has demnach durch- 
2 u Endwert der Ein l ess 

= 3 9 . et schnittl. Einzel- e 

= a2 abweic z 

u. | $ S als Anfangswert genommen x= (0, y=0 ıbweichung auf 

So - 5 10 em 

a © Pr - 

- „= ' Durch- 
Summe 

y= |y= sehnitt 

1,8 ) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 T[ohneAbw. —_ 61° 
1,6 8 S 8 h n S S S S N 8 » >» _ 58" 
1.4 14 14,2 14,1 14.2 14,2 | 14,1 14,1 14,1 14,2 14,1 14 1 il mm 0,01 54° 30, 
1,2] 12 BE. 33 12,1 | 12 12 12,1 | 12 12 7.11 33 i mm 0,01 50° 
1 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 0,8 mm 0,008 ]45° 
0,8 > 8,1 8,2| 8,1 8,3 8,2 8,1 8,2 8,1 8,3 8,2| 2 mm 0,02 39° 
0,6 Versagen des Gerätes mit Handradantrieb 31° 








Bei den Winkeln über 80° war eine Abweichung der Einzelmessung nicht ablesbar, 
da die Breite des Kurvenstriches die vorhandenen Fehler überdeckte. 

Zwischen 40° und 50° arbeitet das Gerät demnach mit beiden Antriebsarten brauch- 
bar. Darunter.bzw. darüber ist nur jeweils eine Antriebsart zu verwenden. 


Versuchsreihe 3. Als Vergleichsversuche wurden die Kurven % = 0,2, Y= 0,5, 
y-l, y=12, y=1,4, y=1$6, Yy=1,38, =? und 4=3 mit dem Integraphen von 
Abdank-Abakanowitz-Coradi integriert. 

Der Vergleich ist nicht eindeutig durchzuführen insofern, als beim Differentio- 
Integraphen der Schlitten ohne Berührung des Zeichenstiftes seitwärts verschoben werden 
kann — also eine genaue Integration der Kurve %=c erfolgt. Beim Integraphen von 
Abdank-Abakanowitz kommen persönliche Fehler der Ausführung hinzu, welche das Bild 
fälschen könnten. Aus diesem Grunde wird von einer Wiedergabe der Vergleichsreihen 
zu diesem Versuch abgesehen. Bis zur Integration der Graden %— 1,8 einschließlich 
arbeitete der Iutegraph einwandfrei, bei y= 2 begannen Ungenauigkeiten, bei y= 3 ver- 
sagte das Gerät. 

Genauere Angaben über den Integraphen von Abdank enthält Vergleichsreihe 6. 


Versuchsreihe 4. Integration der Kurve y=x, beginnend bei y=-—1, 2=—1, 
endend bei y=+1,x=-+ 1. Gewählter Maßstab: Einheit = 100 cm. Integration durch- 
geführt nur mit direktem Schlittenantrieb. 

Die Integration wurde 10mal hintereinander durchgeführt, ohne Unterbrechung 
und Ablesung. Es ergab sich eine einheitliche Kurvenzeichnung, der Kurvenstrich war 
bis zu 1,5 mm breit. Messungen ergaben im einzelnen: 





Errechnete Werte (in 
N RE (—) 32 mt (>) (—) 2 0 2 8 18 32 50 


Errechnete Werte in 
em des y- Wertes 5 3,2 1,8 0,8 0,210 0,2 0,8 1,8 3,2 | 5,0 


Gemessene Werte (in 
em): 





DE te 4,9 8.15 1.75 0,75 0,2 0 0,2 0,8 1,8 3,2 4,9 
bis a 5,0 3,3 1,85 0,8 0,2 :0,1 0,3 ‚0,85 1,85 3.3 5,0 
Durehschnitt . . . 4,95 8.23 1,8 0,775 0,2 0,05, 0,25| 0,825 1,825 3,25| 4,95 


Die Ablesungen wurden durch die Breite des Kurvenstriches erschwert sowie da- 
durch, daß das Versuchsgerät noch keine Vorrichtung entbielt zam unmittelbaren Ablesen 
genauer Werte bis zu 0,lmm. Es waren daher nur schätzungsweise Äblesungen auf 
0,5 mm möglich. Der Grund liegt in dem absichtlich gewählten sehr großen Maßstab. 

Der Kurvenstrich in seiner Gesamtheit ergab keine meßbare Abweichung vom er- 
rechneten Wert. 


Versuchsreihe 5. Integration der Kurve 4=%, beginnend bei y=—3, = —3, 
endend bei y=+1,%=-+ 1. Integration durchgeführt mit Uebergang von Handrad zu 
Schlittenantrieb und umgekehrt. 




















































nen 





EEE 


EEE 
EEE 
| 


EEE DE 


a PER 





ni 


— 
u 
ELLE 

a ED ARE 


EZ 





EEE EEE ERDE 


er EREE ETEEELORHITE 


a 

















582 


. . mr ß Ztschr. f. angew. 
v. Harbou, Der Prismenderivator und der Differentio-Integraph Math. und Mech. 


Die Integration wurde 10mal hintereinander durchgeführt ohne Unterbrechung und 
Ablesung. Es ergab sich eine einheitliche Kurvenzeichnung; der Kurvenstrich war bis 
zu 2 mm breit. 


Die Messungen ergaben im einzelnen, bei gewählten Maßstab Einheit = 2 cm: 








1. Errechnete Werte in em?. u 18 12,5 8 4,5 2 0,5 0 
2. Errechnete Werte in cm des y-Wertes g 6.25 4 2,25 1 0,25 0 
3. y-Wert tatsächlich . . . von 8,9 6,1 3.9 2,15 0,9 0,1 — 0,05 
4. (in cm). bis y1 6,3 t,05 2,03 1,1 0,3 0,1 
5. Mittelwert . g 6,2 3.975 2,225 1 0,2 0,025 
Noch wie 1 0,5 2 4,5 8 13,5 18 
>» 2 0,25 1 2,25 4 6,25 9 
>» 8 0,2 0,9 2,2 3.9 6.15 2,9 
4 0,4 1,1 2,4 4,1 6,3 9,1 
» 5 0,3 1,0 2.3 4,0 6,225 9 





Der Maßstab von 2cm ermöglichte, bei gleicher Ablesegenauigkeit von 0,5 mm, 
eine größere Annäherung. Das Bild der Kurvengenauigkeit wird trotzdem nicht hin- 
reichend wiedergegeben. 


Versuchsreihe 6. Es wurden der Versuchsreihe zu Grunde gelegt Messungen, 
welche vor 2 Jahren im Laboratorium des Herrn Geheimrat Üranz vorgenommen wurden. 

Die genau aufgestellten Meßreihen wurden bearbeitet im Zusammenwirken mit 
Herrn Dipl.Ing. Bassenge. 


Wegen der hierdurch bedingten genauen Kontrollmöglichkeit 
der gemeinsamen Arbeit wurden sie den Vergleichsmessungen zu Grunde gelegt. 











Errechnete Werte der Dreiecksinhalte | 
(in em? 128 72 32 > (-) 3 —) 32 
Messungen von 126.5 71,3 1.6 1,3 6.9 81.2 
bis 129,2 73,1 32,9 8.3 8,0 32,4 
Aus 10 Messungen errechne‘e Mittel- 
werte RE a u ee N 127,8 72,25 32,14 ,96 1,61 31,78 


Versuchsreihe 7. Richtungsbestimmung mit Prismenderivator an zwei Kurven 
mit verschiedenem Krümmungsradius, gezogen mit Ziehfeder und Tusche. 


Es wurden an je einem Kreis mit r= 10cm und r=20cm je 10 Richtungsbe- 
stimmungen vorgenommen. 


a) Ergebnisse der Richtungsbestimmungen an einem Kreis vom Radius r = 10 cm. 











Messung 
| 2 3 4 5 6 7 N 4 10 

Abweichung in cm 

auf 10 em: 

vom errechneten 

Wert 0,12 + 0,08 0,0 0,0 0,0 0.0 + 0,1 0,0 0,05 0,0 

vom Mittelwert 0,085 0,045 0,035 0,055 | 0,035 : 0,035 0,065 0,035 | 0,015 0,0535 
Abweichung in 

vom errechneten 

Wert 0° 41’ 0929’ 00 35’ 0° 17’ 

vom Mittelwert 29 17' 12 12' 12' 12 23’ 12' 5’ 12' 


Abweichung des Mittelwertes vom errechneten Wert: in cm 0,035 cm, in Graden: 0° 12. 
Mittlerer quadratischer Fehler der Einzelmessung 0,0484 cm. 
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b) Ergebnisse der Richtungsbestimmungen an einen Kreis vom Radius r=20 cm. 





Messung 





l 2 3 4 5 6 7 8 g 10 
Abweiehung in cm 
auf 10 em umege- 
rechnet: 
vom errechneten 
Wert . . .2..J4+ 0,04 +0,07 +0,15 +0,03 — 0,03 +0,01 + 0,1 — 0,05 0 0 


vom Mittelwert . 0,008 0,038 0,1185 0,002 0,062 0,022 0,068 0,082 0,032 0,032 
Abweichung in 
vom errechneten 
wei . ..-. r14 | +27 | +51’ | +10’ | +10 + 8’ +35’ — 17 _ — 
vom Mittelwert . 3' 16’ 40' 1’ 9 g’ 24’ 28' 11 11’ 





Abweichurg des Mittelwertes vom errechneten Wert: auf 10cm incm: + 0,032 cm, 
in Graden: + 11. Mittlerer quadratischer Fehler der Einzelmessung: 0,0607 cm. 


Versuchsreihe 8. Richtungsbestimmung mit Prismenderivator an zwei Kurven 
mit verschiedenem Krümmungsradius, gezogen mit Bleistift. 

Es wurden an je einem Kreis mit r=10em und r= 20cm je 10 Richtungsbe- 
stimmungen vorgenommen. 


a) Ergebnisse der Richtungsbestimmungen an einen Kreis vom Radius r = 10 cm. 





Messung 





1 9) 3 4 5 6 7 8 9 10 
Abweichung in cm 
auf 10 cm vom er- 
rechneten Wert: . |—- 0,02 — 0,04 +0,2 — 0,01 |+0,1 —0,05 +0,01 +0,01 , 0,0 — 0,2 
vom Mittelwert . 0.029 0.044 0,191 0.019 0,091 0,051 0,091 0,001 0,009 0,209 
Abweichung in 
vom errechneten 
Wert . . 2: .1-7 | —-14 |+1910/ 8 +35’ | —17’ | +35’ | +8 — |[- 110’ 
vom Mittelwert . 10’ 17' ı 7 6 32’ 20 32 _ 3 1° 13’ 








Abweichung des Mittelwertes vom errechneten Wert: in cm: + 0,009, in Graden 3. 
Mittlerer quadratischer Fehler der Einzelmessung: 0,10882 cm. 


b) Ergebnisse der Richtungsbestimmungen an einen Kreis vom Radius r = 20 cm. 








Messung 
1 2 3 4 5 6 7 8 y 10 

Abweichung in cm 

auf 10 em umee- 

rechnet: 

vom errechneten 

Wert . . „1 0,02 +0,15 +0,14 + 0,005 0 - 0,1 + 0,1 + 0,1 0 + 0,005 
vom Mittelwert . 0,056 0,114 0,104 0,031 0,036 0,136 0,136 0,064 0.036 0,031 
Abweichungen in 

Graden 

vom errechneten 

wor . „a4 >} PT ee \ re — 35-35 | +35 -- +1’ 
vom Mittelwert . 19’ 39’ 36' 11’ 12' 47' 417’ 23' 12’ 34 





Abweichung des Mittelwertes vom errechneten Wert: in cm: + 0,036, in Graden: + 1?'. 
Mittlerer quadratischer Fehler der Einzelmessung: 0,08%5. 


Versuchsreihe 9. Richtungsbestimmung mit Spiegellineal an zwei Kurven mit 
verschiedenem Krümmungsradius, gezogen mit Ziehfeder und Tusche. 

Es wurden an je einem Kreis mit r=10cm und r= 20cm je 10 Richtungsbe- 
stimmungen vorgenommen. 
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a) Ergebnisse der Richtungsbestimmungen an einen Kreis vom Radius r = 10 cm. 








ee 





Messung 








H) 6 7 8 9 10 
Abweichung in em: 
vom errechneten 
WE 0 a no 0,05 — 0,4 — 0,15 | — 0,3 - (0,2 — 0,1 — 0,04 — 0,04 — 0,14 0,00 
vom Mittelwert . 0,09 0,26 0,01 0,16 0,06 0,04 0,14 0,1 = 0,14 
Abweichung in | 
Graden 
vom errechneten 
Wet . . . „1-17 |-3%17’) — 50’ |— 1945’ — 1010| — 35’ | — 14 | — 14 | — 48! 
vom Mittelwert . 81 10 29' 2 57' 22' 13’ 34' 34’ = 48’ 


Abweichung des Mittelwertes vom errechneten Wert: incm: — 0,14, in Graden: — 48’, 
Mittlerer quadratischer Fehler der Einzelmessung: 0,12562 cm. 


b) Ergebnisse der Richtungsbestimmungen an einen Kreis vom Radius r = 20 cm. 














Messung 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Abweichung in cm 
auf 10 em umee- 
rechnet: 
vom errechneten 
Wet -. - . .:14+ 0,15 | + 0,05 + 0,1 — 0,05 — + 0,1 — 0,15 +0,05 | + 0.05 
vom Mittelwert . 0,09 0,01 0,06 0,04 0,11 0,06 0,04 0,21 0,01 0,01 
Abweichungen in | 
Graden 
vom errechneten 
wert . . -. I +50’ | +17 _ +35’ | — 17’ _ +85’ | —50’ | +17’ 1 +17’ 
vom Mittelwert . 30' 3’ 20' 15' 37’ 20' 15’ 1° 10' 3’ 3’ 


Abweichung des Mittelwertes vom errechneten Wert: incm: + 0,06, in Graden: + 20’. 
Mittlerer quadratischer Fehler der Einzelmessung: 0,09129 cm. 


Versuchsreihe 10. Aufzeichnung der Differentialkurve zu einer Kurve, die 
rechnerisch bestimmt ist, in einem Zuge. 


Die Kurve war mit der Ziehfeder und Tusche gezeichnet. Es wurde differiert die 


Kurve 
y—=3%%°. 

Es wurde absichtlich eine Kurve mit großer Steigung gewählt, um diese beson- 
deren Bedingungen zu erproben und vor allem, um den Einfluß des Ueberganges vom 
direkten Schlittenantrieb zum Handradantrieb festzustellen. 

Die Kurve wurde 10mal hintereinander differenziert. Um jede Möglichkeit einer 
Beeinflussung auszuschalten, wurden zwischen den einzelnen Differentiationen keine Mes- 
sungen vorgenommen. 

Die Gestaltung der Diiferentialkurve = 6x war vollkommen eindeutig und klar 
zu erkennen. Die 10 aufgezeichneten Kurven liefen so zusammen, daß sich nachträglich 
Einzelmessungen nicht mehr vornehmen ließen. An einzelnen Stellen kamen Abweichun- 
gen der einzelnen Kurven bis zu 2mm vor; sie hoben sich aus dem Bündel der anderen 
Kurven derart deutlich als fehlerhafte Abweichungen heraus, daß eine Rückwirkung auf 
das Endergebnis nicht zu befürchten ist. 

Schwierigkeiten ergeben sich, von dem oben Gesagten abweichend, erst bei Stei- 
gungen der zu differenzierenden Kurve etwa über 80° Hier wirkt sich eine auch nur 
geringfügig fehlerhafte Einstellung des Prisınen Derivators naturgemäß zu stärkeren 
Schwankungen der Differentialkurve aus. Eine Anzahl von Messungen werden auch hier 
zu brauchbaren Mittelwerten führen. Doch wird bei derartigen Steigungen doch empfohlen, 


entweder eine Umformung der Kurve vorzunehmen oder die Kurve um 90° gedreht zu 
differenzieren. 
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Versuchsreihe 11. Differentiation einer beliebigen, mit Bleistift gezogenen Kurve 
durch Aufzeichnung in einem Zuge. 

Nachprüfung durch Integration der gefundenen Differentialkurve und Vergleich 
dieser Integralkurve mit der ursprünglichen, zu differenzierenden Kurve. 

Es wurde mit grobem Bleistift eine beliebige Kurve in einem Zuge aufgezeichnet, 
im wesentlichen etwa der Sinus-Kurve ähnlich. 

Diese Kurve wurde wiederum 10mal hintereinander in einem Zuge differenziert. 

Die Kurve hatte eine Länge von etwa 30 cm. Die 10malige Differentiation bean- 
spruchte 36 Minuten. 

Entsprechend der schon aus der Versuchsreihe 8 hervorgehenden größeren Unge- 
nauigkeit bei der Richtungsbestimmung einer mit Bleistift gezogenen Kurve waren die 
Abweichungen der Einzel-Aufzeichnungen etwas größer; sie betrugen im Mittel etwa 3 mm 
und gingen in einzelnen Fällen bis zu 8 mm. 

Trotzdem hob sich der Mittelwert sehr klar erkennbar heraus; die Differential- 
kurve lag eindeutig fest. 

Die gefundene Differentialkurve wurde reintegriert. Eine Abweichung dieser Integral- 
kurve von der ursprünglich gegebenen, zu differenzierenden Kurve war an keiner Stelle 
meßbar. 99 


Über die nahfeldscharfe Abbildung durch eine achsensymme- 
trische Folge bei endlicher Offnung des abbildenden Bündels. 


Von H. BOEGEHOLD und M. HERZBERGER in Jena. 


Untersuchung ist die Bedingung aufgestellt, daß ein Linienstückchen endlicher Krüm- 

mung auf ein anderes Punkt für Punkt durch Bündel endlicher Oefinung abgebildet 
werde (M. Herzberger, Zeitschr. f. Instrkde. 1928, Bd. 48). E. Lihotzky hat den dort 
beim Beweise des »Zuordnungssatzes« benutzten Gedankengang in einem Vortrag vor der 
(esellschaft für angewandte Optik (25. 2. 1930) auf die Abbildung eines achsensenk- 
rechten Flächenelements durch eine Umdrehungsfolge angewandt. Die Abbesche Sinus- 
bedingung verbürgt bekanntlich, daß ein solches Flächenstückchen in erster Ordnung, 
d.h. bis auf Größen zweiter Ordnung scharf abgebildet wird. Lihotzky leitete eine 
Bedingung ab, die sich auf gewisse Größen zweiter Ordnung bezieht. Der Vortrag 
Lihotzkys veranlaßt uns, die Ergebnisse einer seit längerer Zeit angestellten Unter- 
suchung zu veröffentlichen, in der dieselben Fragen mit ganz anderen Mitteln noch 
weitergehend behandelt werden. Wir verweisen bei dieser Gelegenheit auf die Anfang 
des Jahres erschienene Arbeit (Boegehold und Herzberger, Zeitschr. f. Phys. 1930, 
Bd. 61), bei der die Untersuchung auf die Abbildung endlicher Flächen ausgedehnt wird. 
Das Ergebnis der vorliegenden Abhandlung geht dahin, daß die Lihotzkysche Be- 
dingung zwar notwendig, aber nicht hinreichend dafür ist, daß die Abweichungen für 
die Abbildung eines achsennahen Punktes höchstens von dritter Ordnung werden. Die 
Erfüllung der Lihotzkyschen Bedingung gewährleistet jedoch die Symmetrie der Nach- 
barkaustik. 

Im Lihotzkyschen Vortrage wurde die zu untersuchende Abbildung als frei von 
Astigmatismus bezeichnet. Zwar fällt sie bei unendlich kleiner Oefinung mit der in der 
Seidelschen Fehlerlehre anastigmatisch genannten Abbildung zusammen, stellt aber im 
allgemeinen sehr viel weitergehende Forderungen. Der Ausdruck Astigmatismus wird 
schon jetzt in zwei verschiedenen Bedeutungen gebraucht, ihm noch eine dritte zu geben, 
halten wir nicht für zweckmäßig. 

Wir sind aber durch dies Bedenken auf die Notwendigkeit hingewiesen worden, 
für die verschiedenen Fälle scharf kennzeichnende Ausdrücke zu finden und veröfient- 
lichen einige Vorschläge, die in der Hauptsache von M. v. Rohr herrühren. 

Durch ein Bündel endlicher Oeffinung kann ein einzelner Achsenpunkt, ein Flächen- 
element oder eine Fläche von endlicher Größe scharf abgebildet werden. Wir gebrauchen 
die Ausdrücke »punktscharf«, »nächstfeldscharf«, »nahfeldscharfi«, »feldscharf«, und zwar 
»nächstieldscharf«, wenn ein Flächenstückchen in erster, »nahfeldscharf«, wenn es in 
zweiter Ordnung scharf abgebildet wird. Die »nächstfeldscharfe« Abbildung ist die von 
Abbe als aplanatisch bezeichnete; natürlich verhehlen wir uns das Bedenken nicht, 


T einer von einem der beiden Verfasser zum Teil mit E. Lihotzky durchgeführten 
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diesem aui Abbes Ansehen beruhenden und eingebürgerten Ausdruck einen anderen an 
die Seite zu stellen. Sollte man dazu kommen, noch mehr Größenordnungen zu unter- 
scheiden, so mübte man wohl von Nahfeldschärfe erster, zweiter, dritter Ordnung sprechen; 
vorläufig möchten wir diese umständliche Ausdrucksweise vermeiden. 

Den Vorteil der gewählten Bezeichnung erkennt man, wenn man die Abweichungen 
von der gestellten Forderung ausdrückt: Man kann sie »Punktfehler«, »Nächstfeldfehlere, 
Nahfeldiehler«, »Feldfehler«e nennen, was kurz und bezeichnend ist. 

Dem Achsenpunkt wird, wenn er nicht scharf abgebildet wird, stets eine rotations- 
symmetrische Kaustik entsprechen. Ist dies auch für ein Element oder ein endliches 
Stück der Fall, so soll die Abbildung »nächstfeldsymmetrisch«, »nahfeldsymmetrische«, 
jeldsymmetrisch« heißen. Eine punktscharfe und nächstfeldsymmetrische Abbildung ist 
zwar stets nächstieldscharf (Sinusbedingung!) aber nicht immer nahfeldscharf, eine nächst- 
teldscharfe Abbildung kann nahieldscharf, nahfeldsymmetrisch oder 
sein, eine nächstieldsymmetrische nahfeldsymmetrisch oder nicht; 
ziehungen zwischen den Nahfeld- und den Feldiehlern. Die 
Abbildung ist von F, 


keins von beiden 
ebenso sind die Be- 
»nächstieldsymmetrische« 
Staeble »isoplanatisch« genannt worden, für die feldsymmetrische 
haben wir den Ausdruck »symmetroplanatisch« verwandt. Die Herzberger-Lihotzky- 
sche homöoplanatische Abbildung ist ein Sonderfall, man könnte sie etwa feldgleichmäßig 
nennen. 

Bedenken kann noch die Verwendung des Ausdrucks »symmetrisch« für »rotations- 
symmetrisch« oder »achsensymmetrisch« erregen, durch die Einführung einer solchen 
Zusammensetzung würden die Wörter zu schleppend werden. Einen einfachen und 
trefienden Ersatz würden wir vorziehen. 

Für den Fall endlichen Gesichtsields und kleiner Oefinung wäre es ebenfalls 
zweckmäßig, besondere Ausdrücke zu wählen: wir schlagen für den Fehler erster Ord- 
nung vor »Punktblendenfehler«, für den zweiter Ordnung »Kleinstblendeniehler«, für die 
Hebung »punktblendensymmetrisch«, »kleinstblendensymmetrisch«e. Man hat die Fehler 
bis jetzt als »AÄstigematismus« und »Komafehler« oder »Asymmetrieiehler« bezeichnet, 
wobei gegen das Wort Koma wieder das Bedenken zu äußern ist, daß es für verschiedene 
Sachverhalte verwandt wird. 


Bei der Seidelsehen Theorie sind Gesichtsield und Oefinung als klein von gleicher 
Ordnung angenommen. Die Fehler niedrigster Ordnung nennt man sphärische Abweichung, 
Koma, Astigmatismus, Bildfeldkrümmung, Verzeichnung. Diese Ausdrücke sind einge- 
bürgert, gleichwohl werden wir demnächst Aenderungen vorschlagen; z. B. wäre es ein 
Vorteil, wenn die unglückliche Bezeichnung »sphärische Abweichung« durch eine bessere, 
etwa »zentrische Abweichung«, ersetzt würde. Im Sinne dieses Auisatzes wären Bildfeld- 
krümmung und Verzeichnung nicht als Fehler anzusehen. Bei kleiner Oefinung geht der 
Punktiehler in die sphärische Abweichung über, der Nächstieldfehler in die Koma, der 
Nahfeldiehler für nächstfeldscharfe Abbildung in den Astigmatismus; ebenso bei kleinem 
(resichtsfeld der Punktblendeniehler in den Astigmatismus, der Kleinstblendenfehler in 
die Koma. Für die Bezeichnung der Fehler nächsthöherer Ordnung hat K. Schwarz- 
sehild (Gött. Abh, Bd. 4, 1905) Vorschläge gemacht; wir können uns ihm aber nicht 
anschließen, da wir eine systematische Benennung vorziehen würden, bei der auch die 
(‚ruppeneinteilung von T. Smith zu berücksichtigen wäre. 


1. Einleitung. Wir verwenden das sogenannte gemischte Eikonal, das schon 
Hamilton in einigen Fällen benutzt hat. Bei Bruns ist es eins seiner 16 Eikonale, er 
leitet mit seiner Hilfe allgemeine Abbildungsgleichungen ab. Ein Strahl ist dingseitig 
und bildseitig durch die Durchstoßpunkte mit der X Y-Ebene (A Y’-Ebene) und die 
Richtungskosinus mit den Achsen: x, Yo, 5, 7, ] 1 — (2 + 17); 00, %0,5;27 (Pr „'*) 
ergeben. Die Eikonale sind durch die Natur des optischen Systems bestimmte Funktionen 
von zwei ding- und zwei bildseitigen Strahlkoordinaten; die übrigen sind dann nach 
Bruns durch Differentiation abzuleiten. 


Das gemischte Eikonal V ist eine Funktion der vier Koordinaten X), yo, 2,7; durch 
diese vier Koordinaten wird im allgemeinen ein Strahl eindeutige bestimmt. Wir legen 
auf der Dingseite den Durchstoßpunkt mit der A Y-Ebene, auf der Bildseite den Fuß- 
punkt des Lotes vom Koordinatenanfang jest, der Lichtweg zwischen diesen beiden 
Punkten ist die Funktion V. 
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Haben wir ein achsensymmetrisches System, so legen wir die Koordinatenachsen 
parallel und zwar so, daß die z(2) Achse in die Systemachse fällt. Es wird dann V aus 
Symmetriegründen eine Funktion der drei Größen 

a=%°+ yo’, b=2° +y nr), c=L’+-7’ ....A). 

Aus den Brunsischen Grundgleichungen ergeben sich die Beziehungen (s. z. B. 
unsere oben angeführte Arbeit, Hb. 9). 

— 2(%+V.}) 


n7= — 2 (Va y + V, y), n yo — —2(V, Yo + V.r) \ 


I 


2. Die punktscharfe und die nächstfeldscharfe Abbildung. Wir benutzen 
die Gl. (2) zur Untersuchung der Abbildung eines Flächenelementes durch weitgeöffinete 
Bündel. Im allgemeinen werden also &,n; &,»y'; ce endliche Werte haben, X9, yo; %o', yo; b 
sind von erster Ordnung, a ist von zweiter Ordnung klein. Wir werden V und seine 
Ableitungen in Reihen nach a und 5b entwickeln und an geeigneter Stelle abbrechen. Die 
Koeffizienten dieser Entwicklung sind dann reine Funktionen von c. 

Betrachten wir zunächst die vom Achsenpunkt (ou = yp =a@—=b— 0) ausgehenden 
Strahlen. Wir finden: 


5 ‘ r . ‚>55 Eu 
n&g = — 2(V.% - r»S) n ko 


Gr 


(2). 


s.__ 


ne—= — 2 V,!2, N X V.’&0' 


‚0 0! 
V. Y 


N 


| 


...(8). 


Löw 


n 7° = 2 V;® n', n’ Yo’ — 4 


Der obere Zeiger Null soll kennzeichnen, daß in den Ableitungen von V jetzt 
a=b=0 gesetzt wurde. 

Legen wir den bildseitigen Koordinatenanfang in den Gaußischen Bildpunkt, so 
wird für c=0: 


ERBE - 0 5 a ER 
Die sphärische Abweichung verschwindet dann und nur dann, wenn 
| g 
ne re 5 


ist. Wir setzen im folgenden stets diese Bedingung als erfüllt voraus. 

Wir fragen nach der Abbildung eines benachbarten Punktes. Nehmen wir zunächst 
das abzubildende Flächenelement als so klein an, daß wir die Größen zweiter Ordnung 
vernachlässigen können. Dann gibt Gl. (2) unter Beachtung von (5): 

N" = —2(N,’ + Vrebi), n"y=—2(V,y-+Vıebn) . : (6). 

Wir erkennen, daß unser Flächenelement dann und nur dann Punkt für Punkt bis 
auf Größen höherer als der ersten Ordnung abgebildet wird, wenn gilt 


Net, BEE er ee a 5 ee ER 
Die Vergrößerung ß’, mit der die Abbildung erfolgt, ergibt sich dann zu 
2Vı° 
pP’ =— 17 R . . . . . . . . . . . . ( he) ). 
n 
Gl. (3) zeigt, daß dann für die vom Achsenpunkt ausgehenden Strahlen 
\ >.» > 
ms} 4 I « cı ' j) ® 
nB I —_en!), Ed md 5 © „EEE | ; 
wird. Seien «, « die Winkel, die ein solcher Strahl mit der Systemachse bildet, dann ist 
sin u= JE? 4703 sin u — VE? 2 702 Ba a 
also gibt (9): 
KERBEERTRE 5  rie  E 


Gl. (11), die Abbesche Sinusbedingung, ist also notwendig und, wie die Um- 
kehrung der Schlußweise sofort zeigt, auch hinreichend dafür, daß zwei achsensenkrechte 
Flächenelemente bis auf Größen höherer als der ersten Ordnung Punkt für Punkt auf- 
einander abgebildet werden. Durch 


Vv’=0, V,’ = 


’ , 


Iv) 
=  +- 2 + 


ist also die nächstfeldscharfe (aplanatische) Abbildung gekennzeichnet. 


3. Die nahfeldscharfe Abbildung zweier ebener Flächenelemente. Wir 
setzen in den folgenden Teilen der Arbeit immer (12) als erfüllt voraus. 

Wir fragen zunächst nach den Bedingungen dafür, daß achsensenkrechte ebene 
Flächenelemente bis auf Größen dritter Ordnung aufeinander abgebildet werden und 
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| setzen also die Entwicklung, die wir in (6) mit den Größen erster Ordnung abgebrochen 
haben, bis zur nächsthöheren Ordnung fort. Wir erhalten aus (2) unter Berücksichti- 
eune von (12): 
| a 2: s 0 0 RR. v .\ + 
n %, =nPx%, — 2[V,,5%, + Er _ a- r 07 4 | 
wii j (13). 
| } a : .i ’ ‚0 0 0 g\ 
| N"ynfy—2|) »»d yo + ig? 7 2 V,5.d ] \ 
a / 
Wir finden als notwendige und hinreichende Bedingungen 
x ! 
I IR 
v,,=0, TE EEE N 
wi | "Re 
| da sich aus V,,=0 
HE (Ze 
| md (15) 
\ j 
| einfach durch Difierentiieren nach c ergibt. 
Integrieren wir die zweite Gl. (14) nach ec, so finden wir 
PR .3 7 5: Vin re 
zu | 
| wi Den Wert dieser Konstanten finden wir aus (2), wenn wir darin c=0 und später 
i \ . 
1 a=b=0 setzen. Es wird 








n nß'E nf nP$ m 

| 1.’(e—=0) = Lim - "=0)=Lim— —O (c=-0)-— —- — — (17). 

„ } 0 2x0 a=h—|() 2% 2 f 2f 
| Wir können also die Bedingungen für die nahfeldscharfe und ebene Abbildung 

eines ebenen Flächenelements zusammenfassen in 

| 0 n' 3' ) 
1 Far & Fe | |; 
Wi 4. Die nahfeldscharfe Abbildung zweier gekrümmiter Flächenelemente 
aufeinander. Nehmen wir an, es werde das Element einer Fläche der Scheitel- 
I 15 krümmung 1/R bis auf Größen dritter Ordnung Punkt für Punkt auf ein Flächenelement 
i i : .. > : u: Br u ) x) x’ . ZT i 
4 der Scheitelkrümmung 1/R’ abgebildet. Seien &*, y*, 2*; x*', y*’, z*' die Koordinaten der 
Punkte, in denen unsere Strahlen die Flächen durchstoßen. also 
| ' 5 “ - “nf I. 
| 2 eh Ei, we u Re 
En gt rl ) 
il et y en trar (19). 
1 ; - vv. .) u N a] ”ı. 9 
If #-il1- (+9), #=-r)ı — (249) 
Dann ist bis auf Größen dritter Ordnung 
| 
i 2 or ! 
| a ee a art xt’? 2 y ie (»N) 

a zu — . = i == . . . . 1), 
| 2R 2R 2R 2R 
| und unter Berücksichtigung von (9), was auf $,n mit zulässigen Vernachlässigungen an- 
1 zuwenden ist: 
| RR TE aan ; IR „is: BADER. Ne ea 
I In n' a8 ıR Yı-e 
BiiEl | l ir ) c 

i n 
| Daraus folgt schließlich, wenn wir in (13) %, Y%, und %,, Y, durch x*', Y*’ und 

£*, Y* ersetzen und beachten, daß in hier genügender Annäherung nö=n'P'? ist: 

n xı* —n pP ı* 2 ar 
| y nd? ı . n'® 3’8 1 ". 1,0 o:] et 

i pP ) 2 a r sr 0’I5 2, 

AR Yı-. ıRn ,/ na? 2 ) 

' | u ( ) c 

| ”,. \ (22) 

RT 3 0 | 

ny"’—nfy ey 

v n 3? 1 n'? 5’ 1 0 \ 
| + — 4 a—+t V b’ın 
| | ch 4 R | 1 -c 4 Rn ' ı\ 2 bilc / 
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Die Gl. (22) lehrt, daß eine Abbildung bis auf Größen dritter Ordnung dann und 


nur dann stattfindet, wenn 


2 Zu ‚V 2 
V,„=°', also auch V,,,.=0, 
v0 _ dl He 1 E n"#° ı | (23) 
4 Rn / n' ß' 2 4 R | 1 c 
yı-(@#y. 
n 
ist. Die zweite Gl. (23) ergibt integriert, wegen 
j n' g’ 92 2 
cos u — V: — ( i ) pi cos U | WITT BERETN uRe (24), 
n 
unter Benutzung von (17) 
o__ncosu mcosu „, n n' 8°? n' 8' 
v=— -—ß#’— — + + —, 
2R 2R 2R 2R 2f 
oder 
’ E20 2 / ’ ’ 
. n 3 * sin“ «/2 n sin” w/2 n B _ 
} . = + = " — — : } : R (25 R 
R R 2f 
außerdem 
‚v 
Y.,,=0. 


Man kann sofort die Frage aufwerien, ob es möglich ist, daß zwei verschiedene 
Flächenelemente bis auf Größen höherer Ordnung scharf abgebildet werden können. In 
diesem Fall müßte es zwei Radienpaare Aı, KRı'; As, Rı zeeben, derart, daß 


PTBEReT Ei 1 EEE 1 2 
n pP” sin ( _ ) —=n sin’ — — — (26) 
wi - 2\R R; 
ist. Das ist mit (11) nur vereinbar für 
ee sn iu. et 
also 
WERE er Eat riet 


d.h. wenn die Knotenpunkte aplanatisch abgebildet werden. Dann wird jedes Flächen- 
element nahfeldscharf abgebildet. Die Krümmung der Bildelemente ergibt sich daraus. daß 
1 1 1 1 1 


bi uni u je (25) 
n R, n R n Ra n R; P 
konstant gleich der Petzvalkrümmung ist. Die Bedingungen dafür sind: 
en Zr n® sin? u/2 n 0 n FE ai 
v,=0, Ve=+ +5, Wert, Vemo. (29) 
P 2f 2 


5. Die nahfeldsymmetrische Abbildung eines Flächenelements. Wir stellen 
nun eine weniger scharfe Forderung. Dem Nachbarpunkt soli nur eine rotations- 
symmetrische Kaustik entsprechen. Diese Forderung ist nach M. Herzberger (Zeitschr. 
f. Phys. 45, 1927) gleichbedeutend mit der, daß alle von einem festen Punkt auszehenden 
Strahlen bildseitig eine Gerade schneiden. Diese Gerade ist natürlich die Rotationsachse 
des Bündels; wir wollen sie als Hauptstrahl bezeichnen, die Systemachse dagegen als 
Achse. Da der Hauptstrahl immer in der Meridianebene (der Ebene durch den Ding- 
punkt und die Achse) liegt, so genügt es, die Schnittpunkte eines Strahlenbündels mit 
der Meridianebene zu bestimmen und die Bedingung dafür anzusetzen, daß diese Schnitt- 
punkte auf einer Geraden liegen. Diese Gerade schneide die Achse in der Entfernung — k' 
vom bildseitigen Koordinatenanfang und bilde mit ihr den Winkel d«. 

Sei u das Azimut des Dingpunktes, so lautet die Gleichung dieser Geraden 


z:y:Z+k=cosud«d:sinud«:l . . . . ....(80), 
oder : 
x = (7 +K)cosud«, Y=(z+k)snudW .. .. 681). 
Um den Schnittpunkt eines beliebigen Strahles durch den Dingpunkt x*, y*, z* mit 
der Meridianebene zu finden, bestimmen wir zunächst den Durchstoßpunkt mit der 
(Gaußischen Bildebene (der X’ Y'-Ebene). Wir können dazu unverändert die Ableitung 
der Gl. (22) benutzen, indem wir R'—=0, also 4 — 0 setzen. So erhalten wir: 
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vr f ! % i U er .„o n'? ‚2 1 u 
no = nPx 3 1/.,,08 — 2 Vv..+ a+NV,,,b? 4 
4Rn / n'8'\ 3 dc 
Anis 
Be 2 ‚2 u (32) 
, ' DI } ‚V ; | Mi n AN 1 .- ) 
ny =npy*—2V,,by* —2! v..+ P a+ "3 V,,.d° ll 
L 4Rn / n' 8'\ 3 au 
(5) :® 
u 9 
Die laufenden Koordinaten dieses Strahles sind gegeben durch: 
= +IE, Y-y+An, !_u | 1?’ + )=4 in (33). 
Für den Durchstoßpunkt des Strahles mit der Meridianebene wird verlangt 
x x ia 
== — == Oig (34), 
y Y 
h u E 
es ist aber, wenn der Strahl nicht ganz in der Meridianebene verläuft, = F ctg a, also hat man 
n 
Bw 2 
' ) ri U n ß 1 V ‘ ag‘ 
N 2 = 2 | Pr. r — ze - s A —+ 1/y Vır „b? . . . (35), 
4ıRn „/ n' 8'\? e- 
(7) 
n 


oder N’ = (n"® — 2V”,b) «* 


N"YyY= (NP —2 A b) y* 


2Rn „/ “rr 


/ n' 8’\? dd 
V: -( — ) c 
\ n 


Wir stellen nun die Forderung, daß die Gl. (31) und (36) für alle durch x*, y*, z* 
gehenden Strahlen gleichzeitig erfüllt werden, setzen also &,y,z' aus (36) in (31) ein. 
Hierbei brauchen wir für den Achsenabstand des Punktes x*, y*, z* die Bezeichnung e* 
(x* — o* cos u, y* = e* sin «), für den Schnittpunkt der Bündelachse mit der X’ Y’-Ebene 
setzen wir kd«=e. Die beiden Gl. (31) fallen zusammen in eine: 

„U 0 - 

b®’V,, VY1—cd«+2bV,, o* 


I ' 2973  :5 
n".!—= |i1 | (eri.+ . " | | 


H-ne—n Por + 
0 Au 1 


nu 2V _ y. 2Rn Yı-(£)’. 
n 


Damit diese Gleichung für alle Strahlen, d.h. für alle Werte von db erfüllt ist, müssen 


die Koeffizienten von 5b?’ und 5, wie das von 5b freie Glied verschwinden, und das führt 
zu den Gleichungen: 


reed (37), 


— 


.v iR, a 
’,„„=0, daraus | =) 


hhec 


(38) 


+2V \aVı-ced«@ . . . (89). 


und n'? 8'3 1 


2Rn 4 ä Fe). 


In Gl. (39) steht rechts eine Funktion von e und a, während links 
Funktion von a steht. Das ist nur möglich, wenn entweder 


n 0 —n p' o* ( 


eine reine 


n?g? 1 ‚0 k t. 
6 en EV: un ee Ei rk A 

2Rn / in’ 83 ch Y1-$ 

iur 
n 
oder de — 0, No —=nP o* (40b) 
ist. 
Der erste Fall führt nach Integration auf den Fall der nahfeldscharfen Abbildung 
0 n' 3'* sin? u'/2 n sin? w/2 n' 3 0 . 

— — - — - rn V == ( j . 25). 
u + R R 2f ’ }, 7 ( ) 


Der zweite Fall führt auf eine symmetrische Nachbarkaustik, deren Hauptstrahl 
parallel zur Achse ist. 
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Setzen wir umgekehrt voraus vr = (, so finden wir aus Gl. (32): 
a N) n'? 8’? 1 
N" —=nPatr—2 IE — ae 
@ 4Rn n' 8’ 2 
V:-(7) 
A (41) 
’ “ R 0 n' 2 ß' 2 1 . . . m 
ny =nPpy*"—2[IV + an 
@ 4Rn V n’3'\ 2 
f 
1 — ( ) c 
n 


Die Gl. (41) zeigen, daß %,yo von 5b nicht abhängen. Betrachtet man die Strahlen, 
für die &?+7'?=c einen bestimmten Wert hat, so erkennt man, daß sie in der X’ Y’-Ebene 
einen Kreis ausschneiden, und alle auf diese Art entstehenden Kreise sind konzentrisch. 
Dies ist nur möglich, wenn die Kaustik zu einem achsenparallelen Hauptstrahle symme- 
Ba ZZ " an: > Ri 
trisch ist. Demnach ist also V,, =0 die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß eine nächstfeldscharie Abbildung nahfeldsymmetrisch ist, und ferner sind bei der 


nächstfeldscharfen und nahfeldsymmetrischen Abbildung sämtliche Hauptstrahlen der 
Achse parallel. 


6. Der Zuordnungssatz. Um die geometrische Bedeutung von (25) zu erkennen, 
betrachten wir einen festen Strahl, der dingseitig vom Achsenpunkt ausgeht. Wir schnei- 
den ihn durch zwei Nachbarstrahlen, von denen der eine in der Meridianebene liegt, der 
andere in der Ebene, die durch den Strahl geht und senkrecht zur Meridianebene ist. 

Nach bekannten, hier aufs neue bestätigten Sätzen schneiden die Bildstrahlen das 
Bild des Ausgangsstrahls und liegen wieder in der Meridianebene und senkrecht dazu. 
Seien’t,'!'; /, /' die Schnittweiten auf dem Ausgangsstrahle, vom Achsenpunkt aus gezählt. 
Dann bestehen zwei Beziehungen zwischen diesen vier Größen allein aus der Voraus- 
setzung der nächstieldscharfen Abbildung. Sei also 


j ‚’ 
n » N / 
Y'’=- VREE  N 


y 


Dann werden die ersten beiden Gl. (2), wenn man nur Glieder bis zur ersten 
Ordnung mitnimmt: 


v ’ » Em: 2 m v) \ 
nE=n Pi — 2, o+V,,55 


(43). 


ny=n By —2(V, y+V,,dn)) 


Wir nehmen nun die XZ-Ebene als Meridianebene. Die Gl. (1) gehen dann über in: 
„I 


a=%"+ yo’, b=2%) E. c=%&' . A . . . . (44), 
und ferner können wir nach (2) für die Koordinaten der drei oben gekennzeichneten 
Strahlen annehmen: 


dingseitig bildseitig 
0 0 E 0 v 0 3 0 
& u ’ gyı rı | (45). 
dı%o 0 s+dös VD. d,%o 0 z+di 0 
0 dyyo sy 0 dyyo Ed 


Wir erhalten durch Einsetzen in (43) und Subtrahieren die beiden Gleichungen 


ndE=n Pd — 2(V' +2 A EN), ndın=nPdym —2Va’dyy (46). 


Da 
dı xy _dy y . (47) 
dı x) d/ Y) 
ist, ergibt Gl. (46): 
A 1 4 d. u ode d/n 
2 ı Zu 0 ‚2 212 / un < un 0 
N n — 2(V, 32V, °), n pP N —=2)/, (48). 
R d: xo d: xo a: bb d/yo d/ yo 
Nun ist aber in unserm Fall &E= — sin u, & = — sin w, ferner 
d & vo cog? u’ ds 0 co8* u d/n' eh 1 dyn Kg 1 (49) 
dı xy' ! ’ do Me u ze d/yo / \ 
also ergeben sich für alle nächstfeldscharfen Abbildungen die Beziehungen 
ER OR ‚not | N ‚98 | 
a be A nn ER Er A 
t t Mr J J 


37* 
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Insbesondere ergibt 


sich für die nahfeldsymmetrischen Abbildungen v. =0( die 
Lihotzkvsche Gleichung 
n' PB? ( eos” W._ 2. —nN ta . ’ ) 2 ER, 
ar ) we / 
Bei nahfeldscharfer Abbildung wird außerdem nach (25) verlangt: 
n' 3’? cos? u’ n cos? u 2 n' 3’? sin? w'/2 2 nsin“ u/2 n' 3' 
1 Er. 78 Re - R a (52) 
n' 3"? n 2n 3°? sin? u 2 2 n sin? w/2 a n' 8 | re He 
r / ; R' R f 


kt und R sind die Krümmungsradien der nahfeldscharf aufeinander abgebildeten Ding- 
und Bildfläche. 
Die Gl. (51) und (52) geben selbstverständlich nur zwei Nahfeldfehler an. Sie 


geben ein Mittel, um zu prüfen, wie viel einer nächstfeldscharfen Folge noch fehlt, um 
nahfeldscharf oder wenigstens nahfeldsymmetrisch zu sein. 


7. Nächstfeld- und nahfeldscharfe Abbildung des Brennpunktes. Unsere 
Untersuchungen’gingen davon aus, daß wir ding- und bildseitixc den Koordinatenanfang 
in entsprechende Punkte legten. Das ist nicht möglich, wenn wir die Abbildung eines 
Flächenelementes um den Brennpunkt untersuchen. Wir wählen in diesem Fall den 
Koordinatenanfang dingseitig im Brennpunkt, bildseitig beliebig, und bestimmen einen 
Strahl durch die Koordinaten %), y0; X0, %) der Durchstoßpunkte mit der X Y- und 
X’ Y'-Ebene. 


Die Weglänge S zwischen diesen Punkten (das Streckeneikonal) ist dann wegen 
der Rotationssymmetrie wieder eine Funktion von 


9 i N y 2 f r 
0° + Yo”, 2 (m X +YY), X ”’t Yo” (53) 
Wir bezeichnen diese Größen, da eine Verwechslung wohl nicht zu befürchten 


ist, wieder mit a, d, ce und erhalten aus den von Bruns abgeleiteten Beziehungen statt 
der Gl. (2) die folgenden : 


allein. 


u 
) y Y / ) n y . f . “ . (54). 
nn = 2 (Sa yo + 8, Yo ), N"n"=2(S,y +5.) ) 
Da wir nur die Abbildung der Brennpunktsumgebung untersuchen wollen, werden 


w: „,db klein von erster, wird a klein von zweiter Ordnung, während alle übrigen 
(+rößen endliche Werte annehmen können. 


ng - 2(8.% + 5 Xo), N"ü—2(5,00 + 8.80) } 


Co , Y 


ji 


Untersuchen wir zunächst die Bedingung für punktscharfe Abbildung des Brenn- 
punktes. Wir finden für die vom Brennpunkt ausgehenden Strahlen: 

n zo = — 2,3, 10, n Er — 29. 2, N 7 = — 28 yo, n' 7° —=2 S.0 Yo (55). 
Der obere Zeiger Null bezeichnet wieder, daß in den entsprechenden Ausdrücken 
a—=b=0 gesetzt wurde. 


Die Bedingung punktscharier Abbildung ergibt sich also zu 
5.° = 0 (56). 
Um 


die Bedingungen für nächstfeldscharfe Abbildung des Brennpunkts zu erhalten, 


entwickeln wir in (54) bis zu Größen erster Ordnung. 


Wir erhalten: 


N “) u 0 1] N] Ü) „0 7 [wm 
ns = 2(9, % +5S,.5%0) . nn=2(W, Yy +9,.0Y) .: - - (57). 
Das gibt die Bedinzungen: 
0 ‚0 n' n 
S,.=0, S, = konst. = -- 


— — ee 

2 f' 2 f | 
‚s) eewährleisten nächstfeldscharfe Abbildung 
für die vom Brennpunkt ausgehenden Strahlen wegen (55) 


Die Gleichungen (i Sind sie erfüllt, so gilt 


yo Xo r . 
r ne ; II ‚ee en (59), 
‚V “U 
oder für die Austrittshöhe Ak — Vo’ + %*: 
h | 
Er en u: ale, 
sin u 


5 a te i Y. . u . . fon 
Gleichung (60) ist der Ausdruck der Sinusbedingung für diese Strahlen. (60) und (56) 


sind notwendig und hinreichend für nächstfeldscharfe Abbildung des Brennpunkts 
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Nehmen wir jetzt (60) und (56) als erfüllt an und fragen nach der Abbildung 
eines achsensenkrechten Flächenelements der Krümmung R, das durch den Brennpunkt 
oeht. Wir erhalten auf ähnliche Weise wie oben: 


$ ıf?Ryı—c/f? i (61) 
ur n' ‚VÖ ze ‚0 7 1 y q ' < 
nn = y" u 18 „+0 y° — (S a ee - ) a yo jr 2 S,, c b° yo | \ 
f 4 fPRyı-c/f? u 


Die Bedingungen dafür, daß der Brennpunkt nahfeldscharf abgebildet wird, ergibt 
sich zu 


e; =0, also auch Ss, =0, Ss,..= =  ; ; } ° 
; 6%  4fPPRYı— ft 
Integration nach e gibt an Stelle der letzten Gleichung 
Ss — ncosu ERTL .. Ben n sin?u 2 e n (63), 
2R 2R yof R yo f 
wo 70 die Winkelvergrößerung ist, die dem bildseitieen Koordinatenanfang entspricht. 


y.. . “ 0 . . . . .. 
Eine leichte Rechnung zeigt, daß S,,= 0 allein notwendig und hinreichend dafür 


ist, daß ein unter kleinem Winkel austretendes Parallelstrahlenbündel dingseitig eine 
symmetrische Kaustik hat, deren Hauptstrahl wieder parallel zur Achse ist. Die abge- 
leiteten Bedingungen wollen wir, wie im früheren Falle (Abschn. 6), noch in eine 
andere Form fassen. 

Wir betrachten wieder einen vom Achsenpunkte ausgehenden Strahl und zwei 
Nachbarstrahlen, von denen der eine in der Meridianebene, der andere in der dazu senk- 
rechten Ebene liegt. Die Koordinaten der drei Strahlen seien (nächstfeldscharfe Abbil- 
dung angenommen): 


dingseitig bildseitig 
0 0 5 0 X v u H (64) 
o#). 
d,%o 0 2 + dd 0 X +dıeX%o 0 dı 0 
0 dy Yo & dyn u dy yo 0 dyy 
Gleichung (54) gibt für nächstieldscharfe Abbildung: 
' m ! ıyı 
nt—=- Lo 280°. — 25°, dm : ns 4 Co / 
f f ; (65). 
n ’ „u (0 ‚ n 
ny= zu — 28,9% - 28,,dy , "ei 


Stellt man die Gleichungen (65) für die drei Strahlen (64) auf und subtrahiert, 
so erhält man: 


n 


f d; Lo tn d. & = (— 2 8 — 4 Ss”, xo'?) d. % , f d, E = d, Co 
(66). 
n ) E r 0 , ’ \ 
f dyp tndyy=— 28 dyy, fd =dy yo 
Division durch d/ %, d, yo ergibt: 
n' dıxy d.& 0 0 ' n' d/y' dyn „oO 
A jJptrn =— 29, — 48,,%°, . 41 = — 28 (67). 
57.48 dı xo e ai f? dn d/ yo ” 


Die linke Seite kann man ähnlich umformen wie Abschn. 6, rechts ist 2, = fsin u; 
man erhält schließlich die Gleichungen: 
Be Zu ı/) 
n t n cos“ u n / n ‚0 
f2 + t fü — / zn “ 28, R - (68). 
Aus (68) kann man mit Hilfe von (62) und (63) wieder zwei Bedingungen für die 
. : . \ u ‘ 
nahfeldscharfe Abbildung ableiten; die eine, die schon bei $,,=0 durch Subtraktion aus 


0 0 . . 
Ze 9 Y P Y 2 4 2 
- 28, 48,,f’sin’u, 


(68) entsteht, wurde von E. Lihotzky angegeben. 


8. Die teleskopische Abbildung. Zum Schluß wollen wir noch den letzten 
Ausnahmefall betrachten, daß die unendlich fernen Punkte einander entsprechen. Wir 
wählen hier gemischte Koordinaten, aber entgegengesetzt wie im ersten Teil &,7,%', Yo’. 
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Die Koordinatenanfangspunkte sind ding- und bildseitie beliebig. Wir benutzen das zu 
obigen Koordinaten gehörige Eikonal V’ und setzen 
£2 2 Wi; ) ’. ii 
rm, 2 Em +7y)=b, ty’ =c (69). 
Wir erhalten 





n%=2(Va5+Vı ro), nd=2MEHT. X), ny=2(Var7+VrYy), ny=2(Vr 74 V'yo) (70). 
Die Bedingung, daß unsere teleskopische Abbildung punktscharf sei, ergibt sich zu 
PR - „ee it 
daß sie nächstfeldscharf sei, zu 
7° n 
= a a 72). 
2 2B' vs 


Hierin ist ww die teleskopische Winkelvergrößerung (Fernrohrvergrößerung), v' die 
teleskopische Lateralvergrößerung. 


Die Bedingungen dafür, daß die Abbildung nächstfeldscharf ist, sind 


u 0 n 
I en 0, &  —— konst. = — 


v’=0, PER ie air + 
>37 ' . 2 £ 
odeı Vi Fr —— Lim => = L. pn . . . . . . . . . (74). 
n xo n ko 


Hier ist ko die Abszisse des dingseitigen Gaußischen Bildes des bildseitigen Koordinaten- 
anfangs. 


Für sagittale und tangentiale Nachbarstrahlen erhält man bei nächstfeldscharfer 
Abbildung allgemein 


ee Pr (2 v“ +4 v7", x’), n’ rm: e n/ = _.9 y" 


2V (75). 


aA 
Die der früheren ganz ähnliche Rechnung sei dem Leser überlassen. 


Eine Methode zur approximativen Berechnung einseitig 
eingespannter Druckstäbe mit veränderlichem Querschnitt. 
Von FRITZ KIESSLING in Göteborg. 

W' betrachten einen bei @=0 einseitig eingespannten, dünnen Stab mit veränder- 

lichem Trägheitsmoment /(x), der von axial gerichteten Druckkräften S (x) bean- 


sprucht ist [S (e) = Summe aller zwischen X und dem freien Stabende angreifenden 
Kräfte]. Bezeichnet y(%) die Gleichung der elastischen Linie im Ausknickungsfalle und 


setztmang=%Y-Y TI, so ergibt sich als Knickgleiehung eine homogene Integralgleichung ’’) 


N 
N (= /G (8,5) y Be, een (1) 
mit dem symmetrischen Kern 0 
ad FI _ wirst, u 


für s>t 
WORD) 


_Yıoıa | 
N l [ 
Mit)= /S (z)dx, M(s)= f: S(z) dx 


Wir reduzieren durch z=[/1s, I!(&)=-h9(x), S(x) = Soq(x) die Stablänge, das Träg- 
heitsmoment an der Einspannungsstelle und die Gesamtbelastung auf Eins und erhalten: 


Um die (erste) Knicklast zu berechnen, haben wir zunächst den 
kleinsten positiven Eigenwert A, der homogenen Integralgleichung 


1 
g)=A/Kz,s)gp(s)ds 
ö 


j EI 
zu bestimmen und dann 9, =/J; n zu setzen. 


I) Auszug aus der mit gleichem Titel versehenen Dr.-Dissertation des Verfassers (Göteborg 1930). 
3) Wegen der Herleitung dieser Gleichung, 


auf die es hier nicht ankommt, vergl. man obige 
Arbeit 5 1. Die Gleichung läßt 


sich auch als Spezialfall mit Hilfe der von E. Trefftz: Allgemeine 


Theorie der Knickung des geraden Stabes (diese Zeitschr. Bd. 3) entwickelten Gleichungen bilden. 











in 
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(Der Kern K unterscheidet sich von G@ nur durch eine Konstante, die sich bei 
den folgenden Rechnungen wieder heraushebt.) 
Die Ermittlung der Knicklast ist also gleichbedeutend mit der Berechnung eines 


Zahlenwertes /,, der als Eigenwert nach einem bekannten Satz von Hilbert die 
Eigenschaft besitzt, daß 


1 
Ju(s)’ ds 
}ı =Min von — B u ee ee 

//K(s,t)u(s)u(t) ds dt 

00 
Zum Vergleich sind hierbei mindestens alle Funktionen « (s) mit integrierbarem Quadrat 
zugelassen, und zwar wird das Minimum nur bei einer einzigen Funktion, der zum 
Eigenwert A, gehörenden Eigenfunktion q (s), angenommen. 

Bei veränderlichem Querschnitt oder verteilter Last gelingt die exakte Integration 
nur in wenigen Fällen, weshalb man auf Näherungsmethoden angewiesen ist. Man hat 
z. B. die sogen. Energiemethode, welche auf den vorliegenden Fall angewandt darin be- 
steht, daß man für u(s) in Gl. (3) eine Funktion mit unbestimmten Konstanten einsetzt 
und die Konstanten dann so wählt, daß /, ein Minimum wird. In einer früheren 
Arbeit (referiert von Dr. Nemenyi in Bd. 9, S. 511, dieser Zeitschr.) habe ich gezeigt, 
wie sich durch Einführung unbestimmter Exponenten sehr scharfe Näherungswerte 
finden lassen. Eine Schwäche dieser Methode ist jedoch, daß die Knickwerte natur- 
gemäß immer etwas zu groß ausfallen müssen, so daß man keine direkte Möglichkeit zur 
Abschätzung des Fehlers hat. In der vorliegenden Arbeit wird nun eine Methode ent- 
wickelt, die es erlaubt, auch untere Grenzwerte zu bestimmen, so daß man also den 
gesuchten Wert zwischen zwei Grenzen einschließen kann. Hierdurch verschwindet 
natürlich alle Unsicherheit. 

Es liege also die Aufgabe vor, den zu einem gegebenen Kern K(s,t) gehörenden 
kleinsten positiven Eigenwert A angenähert zu berechnen. Wir wollen einmal an- 
nehmen, es ließe sich eine Funktion # (s) finden, welche durch 

K(st) vr ()D)=-Plst) . . . 2 20.200200. (4) 
den gegebenen Kern K in einen Kern ® überführt, dessen kleinsten positiven Eigen- 
wert u wir exakt berechnen könnten. Dann hätten wir also k 
_ Jvw(9? ds (a) 
 SebdvWy@Wdsdt er 
(Da in der Fortsetzung überall nur bestimmte Integrale mit den Grenzen 0 und 1 auf- 
treten, können wir der Einfachheit halber die Grenzen weglassen.) Setzen wir nun in 
(3) für u (s) die Funktion u=»-% ein, so folgt aus der Minimumeigenschaft von A 


Jr WO? vw (9? ds 


u 


Wir dividieren diese Ungleichung mit Gl. (a) und erhalten wegen (4) 
1< Sr? v(s)?ds. 


U Abe . Ah. b). 
= Ty6ids . 
Umgekehrt läßt sich natürlich der Kern ® durch — "__ in den Kern K über- 
führen, und das gibt uns rl! 
A 
— pP (s)’ds 
u I; h BEFINT A En re (eo). 
Ir (s)? ds 
Aus (b) und (c) folgt also 
Ir’ ds |» v’ds 
Fu a and Mani Kr 


1 ‘ 
IE 2 ds [v: ds 


« 


Unter der Voraussetzung, daß sich » tatsächlich bestimmen läßt, haben wir dem- 
nach schon eine praktisch anwendbare obere Grenze gefunden. Die untere Grenze 
enthält hingegen noch die völlig unbekannte Eigenfunktion g und muß deswegen 
weiter umgeiormt werden. Für bestimmte Integrale gilt aber 
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u 


h ) 1 1 . 
N) v 


> 


und entsprechend 


f} 2 w’ds = Y’Max /w’ ds. 
Setzen wir dieses in (5) ein, so ergibt sich nach Wegheben der Integrale 


uw? Min <A < u» v”Max ei (6). 

Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und machen die Annahme, daß sich » 
mit einer unbestimmten Konstanten k (oder mehreren) versehen läßt. Dann entspricht 
natürlich jedem Wert von %k ein oberer und ein unterer Näherungswert, und wir können 
also die k-Werte so bestimmen, daß die untere Grenze 
obere ein Minimum werden. Das gibt uns 


1 < Min von RM vd HM. 222. 

J/v(s.k)’ ds 

u (k)"» (8, k)’Min| Max nr nis [4 (k) » » (8, K)*Max]Min nach x (8). 
Bei der praktischen Anwendung der Formel (8) muß man also beachten, daß man beim 
unteren Grenzwert für jeden k-Wert einen »-Wert einsetzt, der nicht größer ist als der 
kleinste Wert, den # im Intervall 0= s == 1 tatsächlich annimmt, und bei der oberen 
einen solchen, der nicht kleiner ist als der größte. Hingegen ist jeder k-Wert anwend- 

bar, der zu Grenzen führt, mit denen man bei dem betreffenden Fall zufrieden ist. 

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn für q (s), also für die Stabbelastung, 
in K und ® dieselbe Funktion angenommen wird. Aus der Def. des Kernes, Gl. (2), folgt 


ein Maximum und die 


dann direkt 


_096 A a u a C 
v(s) -. A le . (9), 


worin © das Trägheitsmoment des zu berechnenden 
bedeuten. Hierdurch geht (8) über in 


Yu Ei | <i<} k)- 
" K. Fr k) JMin )Max R\k) 


Es bleibt also nur noch die Aufgabe, zu jedem 


und 0 das des bekannten Falles 





ls) 
- Em T: 10). 
G(s, en )Min 


gegebenen Belastungsfall qg (s) eine 
Serie von Stabformen & (s,%k) zu bestimmen, für welche sich die Eigenwerte u(k) exakt 
berechnen lassen. Nun läßt sich aber (Dr.-Diss. $ 1) die Integralgleichung (2) durch die 
Substitution 


0 == w l @) —— y' . () 


te a a. re 
leicht in die Difierentialgleichung 


1 r 1 d [7) » j i 

\ | een, o(0)—0, o'(1)=0 (s=0 am freien Stabende) (12) 
dt\g dt () 
überführen, und man erhält, was sich übrigens durch direktes Einsetzen in (12) ohne 
weiteres bestätigen läßt, da ja@(1)=1 sein muß (von hier an wird s—1 an der Ein- 
spannungsstelle gesetzt): 

Jede die Bedingung f(1)=0 erfüllende Funktion f(s), welche für 
0=s>>1 stetig ist, und deren erste Ableitung in diesem Intervalle keine 
Vorzeiechenwechsel aufweist, liefert eine Stabform 
' “0a dt f6) 
Y()= — mt u= 

-f() 


— (18) 
/FWaWdı 


/ 
als exaktem Eigenwert. Die zugehörige Eigenfunktion isty(s)=Ff'(s) V 9 (s). 
Hieraus folgt natürlich, daß wir f(s) nach Belieben mit unbestimmten Konstanten 


ausrüsten und somit zu jedem gegebenen Belastungsfall q (s) beliebig viele Stabformserien 
bilden können. 


Bei g(s)=1 z.B. erhält man mit f = * 


Ort? (gr e ), 


07; 
u Tr Zu vr p=k+2, v=#-J@ . 


. (14) 
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und mit f= — (121? + 6kt) 
— 4+3k—-kP-e 62+-R F 
a ee Et 
6(2t+5) 3+2K&k 
In Abb. 1 und 2 sind diese beiden Systeme graphisch wiedergegeben. 
6 
. 
t 
1 1,5 
' 
, T 
05 
RAB971 0,5 B) BAB972 7 05 3 
Abb. 1. Abb. 2. 
Setzen wir schließlich (13) in (7) ein, so erhalten wir 
) 
(Of GR)’ ds 
.= Min nach k von - (16). 


1 wur 
a Vf (s, k) PA (t,.k)a(dt)ds 


In S 4 meiner Abhandlung habe ich nun gezeigt, daß sich diese Formel auf sehr ver- 
schiedene Aufgaben anwenden läßt. Als Beispiel erwähne ich hier nur, daß sich mit 
f=1-—t* die von A. Dinnik im Handb. d. pbys. u. techn. Mech. Bd. IV, S. 101 angege- 
bene Tabelle über den Fall =”, qg=t"+t! durch die einfache Formel 


n + 2 


1< -($+3n— 2m+2V(2n—m +5) (n— m-+3)) 





ersetzen läßt. (Nur in den beiden Fällen m—=3, n=1 und m=4, n=2 übersteigt der 
Fehler 2 vH.) Bei g(s)=1, also dem gewöhnlichen Knickungsfall, führt dieselbe Sub- 
stitution für f zur Formel 





1 
,—- Min von A 3 Aa low BE, 05: ar 
Ei 
worin also © das Trägheitsmoment des zu berechnenden Stabes bedeutet. Auch diese 
Formel läßt zahlreiche Anwendungen zu. Entsprechend erhält man für (8) | 
Max nach k von: — WR) —A= Min nachk von: = RO (18). 
FERaWmdı “ FuBaWdt 
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Bei praktischen Berechnungen wird es in der Regel am bequemsten, wenn man 
zunächst die obere Grenze nach (16) oder (17) berechnet und sich dann mit Hilfe der 
unteren Grenze in (18) davon überzeugt, daß der Fehler innerhalb zulässiger Grenzen 
bleibt. In meiner Abhandlung habe ich an mehreren Beispielen gezeigt, daß sich auf 
diese Weise der Spielraum zwischen den beiden Grenzen ohne Schwierigkeiten auf 
wenige Prozent reduzieren läßt. Als Beispiel erwähne ich bier nur folgenden Fall. In 
Zeitschrift f. Mathem. u. Phys. Bd. 46 (1901) berechnet A. Francke für g=s den Eigen- 
wert A zu 1,4, während die hier angeführten Formeln 1,417 <A < 1,446 liefern. 

Am allereinfachsten gestaltet sich die Anwendung der entwickelten Methode je- 
doch, wenn man sie graphisch durchführt. 





Man wählt z.B. eins der durch Abb. 1 oder 2 
dargestellten Kurvensysteme und zeichnet darin die zu berechnende Stabform, d.h. also 
%)(s) ein. Dann ergibt sich die in Abb. 3 dargestellte Situation. ABC ist die Kurve 
des gegebenen Trägheitsmomentes (DC—=- Y(1)=1 und FD=1), welche nicht einmal 
mathematisch gegeben zu sein braucht, sondern einer Zeichnung entnommen sein kann. 
Wir betrachten hier nur den unteren Grenzwert, denn der obere läßt sich ganz analog 
behandeln. Dann ist also PE=® und BE=©@ und es gilt nach (10) 


BE 
> ILE ( ) r 
PE’Min 
Mit dem Rechenschieber läßt sich leicht diejenige Stelle herausfinden, wo der Klammer- 
ausdruck sein Minimum hat. 


Damit haben wir also denjenigen unteren Grenzwert, den 
uns die herausgegriffene Kurve 43 geben kann. Wir versuchen 


barten Kurve, Ist der so erhaltene Wert größer, 


nun mit einer benach- 
den alten. Auf diese Weise findet 


so ist er besser, sonst behalten 
man sehr bald den besten Wert heraus. 
Noch schneller kommt man zum Ziel, wenn man mit logarithmischen Kurven- 


svstemen arbeitet. Dann ist also in Abb.3 EB=log® und EP=1log®© und man hat 


wir 


log 


E 

19 -1g0-=— BP. 
Der Minimumwert liegt demnach bei 
jeder Kurve dort, wo die Strecke PB 
ihren größten Wert hat, und das läßt 
sich direkt mit dem Zirkel 








abmessen. 
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Abb. 3. Abb. 4. 


Das folgende Beispiel läßt erkennen, wie 
Wir betrachten den Fall 9=%, + 


einfach die Berechnung in diesem Falle wird. 
dem Wert ©, am freien Stabende. 


- (1 — 9) (28 — s?), also eine 
Aus (17) folgt 


1 
2 Min von (k + 2) e R+3) | [9% +(1— 9) (2 s — s®)]s?"ds 


0 


’arabelschar, mit 


oder nach einfacher Umrechnung 


m von R+ DRAN) aR+3)- 140) ’ 
‚= Min von 2(k+ 1)(ak+ı) a 
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Um nun diese Formel zu kontrollieren, bilden wir die untere Grenze mit der in 
Abb. 1 wiedergegebenen Kurvenschar, welche jedoch in Abb. 4 logarithmisch aufge- 
zeichnet worden ist. Die voll ausgezogenen Kurven in dieser Abbildung stellen die ge- 
wöhnlichen Logarithmen derselben Kurven wie in Abb. 1 dar, die an jede Kurve ge- 
schriebene Zahl gibt aber diesmal den Logarithmus des zugehörigen Eigenwertes an. 
Bei der praktischen Durchführung ist es am bequemsten, wenn man sich die zu unter- 
suchende Kurvenschar © auf durchsichtigem Millimeterpapier, natürlich in demselben 
Maßstab und ebenfalls logarithmisch, aufzeichnet. Da es sich nur um eine Demonstration 
des Verfahrens handelt, so sind die ©-Kurven direkt in das Vergleichssystem eingezeichnet 
worden, und zwar der besseren Anschaulichkeit wegen nur zwei (in der Abbildung punk- 
tiert), Man greift nun eine der Vergleichskurven heraus und sucht sich mit dem Zirkel 
diejenige Stelle, wo diese Kurve am weitesten oberhalb der zu untersuchenden ©-Kurve 


” . ) R N 
läuft. Diese Entfernung gibt also direkt den Zahlenwert von log | _.) an und ist so- 


\9 Min 
mit von der angeschriebenen Zahl, die ja log # bedeutet, zu subtrahieren. (In der Original- 
abbildung ist 1 mm = 0,01 im Logarithmus.) Die so erhaltene Zahl ist der Logarithmus 
der gesuchten unteren Grenze. 

Für © = 0,5 erhält man aus (20) mit k—=1/2 den oberen Grenzwert 2,29. Mit 
der Vergleichskurve log u = 0,398 ergibt sich die größte Abweichung bei s= 0,5 und 
beträgt 6,3 mm. Somit log A = 0,398 — (1,063 = 0,335. Mit der Vergleichskurve log u = 0,368 
erhält man bei s= 0,7 die größte Abweichung 2,5 mm und somit logA = 0,368 — 0,025 
= 0,343. Der letzte Wert ist also der beste und gibt 4= 2,20. Die Abweichung be- 
trägt nur 4 vH. 

Im Falle , = 1,5 erhält man mit k= 0,9 aus (20) den oberen Grenzwert 2,62. 
Mit der Vergleichskurve log u = 0,459 wird der größte Unterschied 6,3 mm, (bei s — 0,7) 
also log A = 0,459 — 0,063 = 0,396, oder A = 2,49. Die Abweichung ist somit 5 vH. 89 


Ebene Potentialströmungen 


in mehrfach zusammenhängenden Bereichen. 
Von E. WEINEL in Karlsruhe. 


(Aus dem Institut für Strömungsmaschinen der Technischen Hochschule Karlsruhe.) 


ie Anwendung der Potentialtheorie auf zweidimensionale Probleme der mathemati- 

schen Physik erfordert häufig die Lösung der ersten Randwertauigabe für mehr- 

fach zusammenhängende Bereiche'!). Dabei liegen die Verhältnisse meistens so, 
daß die Lösung der Randwertaufgabe für die einzelnen Teilbereiche entweder schon be- 
kannt ist oder doch leicht angegeben werden kann. In der vorliegenden Arbeit soll ge- 
zeigt werden, wie das Potential im n-fach zusammenhängenden Bereich auf n Potentiale 
für die einfach zusammenhängenden Teilbereiche zurückgeführt werden Kann, 

Im Sinne größerer Uebersichtlichkeit und einfacher Schreibweise wollen wir dabei 
das Bild der Potentialströmung einer idealen Flüssigkeit beranziehen und daneben von 
den funktionentheoretischen Eigenschaften der Potentiale weitgehend Gebrauch machen. 

1. Jede ebene Potentialströmung wird beschrieben durch eine analytische Funk- 
tion F(z2)=gp-+iw des komplexen Ortsvektors z=rt-+iy. 

Ist im Innern eines ein- oder mehrfach zusammenhängenden Bereiches eine solche 
Funktion überall regulär und einwertig, so ist sie nach dem Satze von Cauchy bereits 
vollständig definiert, wenn die Werte F (z) an den Rändern bekannt sind; es ist 


[OR eR 2 10 FE 


wobei die Integration über alle Berandungen in gleichem Sinne zu erstrecken ist. 
2. Wir formulieren unser Problem folgendermaßen: Auf den n Rändern eines 


n-fach zusammenhängenden Bereiches seien die Randwerte des Imaginärteils w einer 
analytischen einwertigen Funktion vorgegeben: 


v(s), w (8), BE Ce ar ae er RR 


I) Die zweite Randwertaufgabe läßt sich im zweidimensionalen Fall immer in eine solcher erster 
Art verwandeln (und umgekehrt). 
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worin also die sı, 5%, 853... 


$„ die Bogenlängen gemessen auf den Teilrändern $,, $; 
S„ bedeuten. 


Gelingt es uns durch irgendein Verfahren, zu diesen Randwerten vw (s)iÜ=1,...n) 
die dazugehörigen 9 (s;) aufzufinden, so kennen wir die Randwerte der analytischen 
Funktion F(z.)=9(s)-+iw(s) und somit nach GI. (1) F an jeder Stelle. 


‘) 
). 


Für die Strömung im Außenraum von n Zylindern sind im allgemeinen die 
Zylinderkonturen Unstetigkeitsflächen oder, genauer gesprochen, bei analytischer Fort- 
setzung des Potentials # in das Innere der Teilbereiche hinein, stößt man auf diskrete 
oder kontinuierliche Singularitäten. 
Nehmen wir nun die Vorstellung des Stromlinienbildes einer Funktion F(z) zu 
Hilfe, so können wir dieses Bild durch Ueberlagerung von n Teilströmungen F,=g, 
+iw, (e—=1,2...n) entstanden denken, also: 
n 
FIRE er N 
v1 
Diese Zerlegung ist zunächst auf unendlich mannigfache Weise möglich; wir wollen sie 
uns so vorgenommen denken, daß F, an dem r-ten Zylinder die dort vorhandenen Sin- 
gularitäten besitzt und in den übrigen Teilbereichen regulär bleibt. 
Wir denken uns die beschriebene Aufteilung vorgenommen. 


Bezeichnen wir die 
Werte von 9, und g, auf den n Rändern mit 
D, (sı), D, (83), „u Ww, (Sn) (v EI 1 5) n) (4) 
Hl), Hl), rl) . 
so gilt mit Gl. (2) 


n 


v(s)= & w,(s) (Ü=1,2,...n) 
v1 
und entsprechend 


n 
9@)= ZZ g,(e) (Gl, 2,:::N) : 2 22.202.) 
1 


vermöge der Randbedingung (2) 


v- 
Die linke Seite von (5) ist bekannt; wir haben in 
G1. (5) also n Bedingungsgleichungen, denen die Imaginärteile der Teilpotentiale in den 
Punkten der n Ränder genügen müssen. 

Unsere weitere Aufgabe wird sein, aus 
n Randbedingungen zu gewinnen, die 


diesen rn Gleichungen für die w, (s,) 
ziehen. 


sich aber jetzt nur noch auf je einen Rand be- 


4. Wir setzen nun voraus, daß die Lösung der ersten Randwertaufgabe für jeden 
Teilbereich einzeln angegeben werden kann. Dies ist möglich, wenn wir die zu jedem 
Teilbereich gehörige (komplexe) Greensche Funktion kennen oder wenn wir, was mathe- 
matisch auf das gleiche herauskommt, jeden Teilbereich für sich durch bekannte Funk- 
tionen konform auf den Kreis abbilden können. Jedenfalls läßt sich dann jedes Poten- 
tial F aus den RKandwerten seines Imaginärteils quellenmäßig darstellen in der Form 


y,(,y) = ) w,(0,) @, (2,9, 0,)d 0, wer u RER 
S, W=1.,.n) 
2) =$w. (6) H.(@,y,0)d6, 


y 


wobei die Integrale nur über 


& 


(8), 


in 


den »-ten Rand S, zu nehmen sind. Die Ausdrücke 
G,(2,y,0,) und H,(x,%,0,) sind reelle Funktionen des Aufpunktes 2=r-+iy und des 
Integrationspunktes 2 =2(0,) an dem »-ten Teilbereich. Sie können aus der Greenschen 
Funktion oder der konformen Abbildung in bekannter Weise hergestellt werden !). Die 
in Gl. (5) auftretenden w,(s,) gehen mit Gl]. (8) über in 


vw. (s) -$ w,(0,) H, (8, 0,)d os (9), 


) Ist {=£,(z) die Funktion, die den »-ten Teilbereich konform auf den Kreis abbildet, so ist: 
1 Gay) + &vtay) d£ 
G,\x,y,o)+i1Hyx,y,o)= Fr Zrepn 
I Sv(ezy) — Sv(ay) dzt=t,(s,) 


Löw) 











Sg 2 
“ U ET 


Band 10, Heft 6 N ’ { " j 
Dezember 1930 Weinel, Ebene Potentialströmungen 601 


wenn H (s,0,)=H (2, yı, 0,) bedeutet; Gl. (5) selbst wird dann 


v(s)—= 2 nude .» 5 re 5 A 
ve] 


RK) 
v 


und entsprechend wird Gl. (6) 


n 
Y9(s)—= 2 Py. udn re Ir 
vl 
Explizit geschrieben lauten die Gl. (10) 
v (sı) = Yı (sı) + Pına +::. Pıu 
w (83) = Pı, +W(s)+.:.. Pam 


v(s)= Par + Pa +: :: Un (Ss) 
worin 


P;, ’ = (2) v (6,) H, (s; 6,) do, 


PN 
_— 
N 

4 
. 


(?,» u”. .uM) 
P:=vy;(s), Po F Pu) 

Die Gl. (10) stellt ein System von n simultanen Integralgleichungen für die n Randwerte 

w,(s,) dar. 

Gelingt es, dieses System zu lösen, d.h. jede der Funktionen %, für sich zu er- 
mitteln, so können wir nach Gl. (11) sofort die Randwerte @ (s,) des Realteils von F(z) 
herstellen, ohne die Teilfunktionen F'y, im einzelnen kennen zu müssen. 

Durch die Randwerte 9 (s)+zw(s) ist dann F(z) nach Gl. (1) im ganzen Be- 
reich bekannt. 


5. Anwendung des Verfahrens auf Sonderfälle. Die Auflösung des grund- 
legenden Systems (10) für n-beliebig gestaltete Teilbereiche stößt auf grundsätzliche 
Schwierigkeiten. Wir beschränken uns daher auf zwei Sonderfälle, die jedoch eine Reihe 
praktisch sehr wichtiger Probleme zu behandeln gestatten. 

a) n= 2 zwei beliebig geformte Teilbereiche. (Strömung am Doppeldecker, Torsion 
zweifach zusammenhängender Querschnitte,) 

b) beliebig viele, symmetrisch angeordnete kongruente Teilbereiche mit identischer 
Strömung an jedem. 

Falla). Für n= ? lautet GI. (10') 


ıD (sı) == m, (s} ) +$d D; (0,) Hs; ($ı, 0,) d 03 


8 


v(s) = du (01) Hı (82, 1) de + ws (83). 
s 

Wir erhalten durch Elimination der unbekannten Funktionen %, (sı) bzw. Ws (sa) sofort 
die beiden Integralgleichungen 


, (sı) ns 9 U (0,) H, (03, 6) H; (sı, 0) do, dog = W (sı) du (05) H; (Sı, 03) dog 


% R 


so 
Ws (s3) ng dd w (03) Hı (s5, a) H3 (01,95) do, dog = w(s) — dv (0,) H, ($5, 0,) d a1. 
3 5 S 
Die rechten Seiten sind durch die Randbedingungen, die Funktionen Hı Hz durch die 
konforme Abbildung oder die Greenschen Funktionen der Teilbereiche bekannt. 
Beide Gleichungen können unabhängig von einander nach bekannten Methoden 
behandelt werden. 


Fall b). Hier sind die Randwerte w (s,) bzw. w,(s,) auf allen Ränder dieselben 
w (sı) = Ww (83) =,..W ()E w (s) ’ 


um (s}) ze Ws (8; =... Wn ($.) =wy (8) , 
ferner wird 


(H,) G; (s v, $,) Rn — (H,) @G y (s;, $,) =(H) G (8,, $). 
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Dann reduziert sich das System (10) auf die einzige Integralgleichung: 


(8) + $B5 (0) 2 G(s,„o)do=w(s) 
durch deren Behandlung das Problem gelöst wird. 


Als wichtigstes Beispiel für diesen zweiten Fall sei die Strömung in ruhenden oder 


bewegten Schaujelgittern angeführt. Die eingehende Behandlung dieses Problems ist 
Gegenstand einer weiteren Veröffentlichung *). 77 


Neue Konstruktionen für graphisches Differentiieren und 
graphische Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. 


Von R. MEHMKE in Stuttgart. 
1. Einleitung. 


Bekanntlich läßt bei einer gezeichnet vorliegenden Kurve der 


Berührungspunkt einer gegebenen Tangente sich viel genauer schätzen — wenn die 
Kurve an der betrefienden Stelle nicht gar zu flach ist — als die Richtung der Tangente 
in einem gegebenen Punkt — außer die Kurve wäre dort sehr flach!). Beim graphischen 


Diiferentiieren, also beim Bestimmen der Ableitung einer Funktion 9 = f(x) durch Zeich- 
nung, muß man aber in dem Falle, daß & und % zu Koordinaten eines Punktes genommen 
werden, also die Funktion durch eine Kurve als Punktort dargestellt wird, gerade im- 
stande sein, eine genügende Anzahl von Tangenten der Kurve zu zeichnen. Nach dem 
schon Gesagten ist eine größere Genauigkeit zu erwarten, wenn man die beiden Koor- 
dinaten zu Linienkoordinaten statt zu Punktkoordinaten macht’). Trotzdem scheint noch 
kein Versuch, beim graphischen Differentiieren Linienkoordinaten zu benützen, veröflent- 
licht worden zu sein, Das mag daher kommen, daß bei uns in der analytischen Geo- 
metrie als Linienkoordinaten meist nur die Plückerschen Verwendung finden, die sich 
für Zwecke der angewandten Mathematik allerdings wenig eignen. Viel brauchbarer als 
Plückers Linienkoordinaten sind jedoch die sog. Parallelkoordinaten einer Geraden ?), auf 
deren Anwendung die Konstruktionen beruben, die im folgenden entwickelt werden sollen. 


2. Parallelkoordinaten in der Ebene. Man erhält ein System von solchen, 


wenn man zwei parallele Achsen von beliebigem Abstand annimmt und auf jeder Achse 
einen Maßstab mit beliebigem Anfangspunkt oder Nullpunkt wählt, wobei die Längen- 
einheiten der beiden Maßstäbe und auch die positiven Richtungen in beiden Achsen 
verschieden sein dürfen. Die Parallelkoordinaten einer Geraden bestehen dann in den 
Maßzahlen u, v der Abschnitte, welche die Gerade auf den Achsen bildet, jeder Abschnitt 
von dem betreffenden Nullpunkt aus gerechnet?). Eine Gerade mit zahlenmäßig ge- 


% 


) E. Weinel, Zur Hydrodynamik der idealisierten Kreiselradströmung. »Mitt. d. Inst. f. 
Strömunzsmaschinen der Technischen Hochschule Karlsruhe« Heft 2 (erscheint 1931). 

') Zwar läßt mit Hilfe des Spiegellineals von Reusch die Normale einer gezeichneten Kurve an 
jeder beliebigen Stelle, folglich auch die Tangente, sich sehr genau finden (vergl. etwa meinen Leitfaden 
zum graphischen Rechnen, 2. Aufl., Wien und Leipzig 1924, S. 109), aber man wird verlangen dürfen, 
daß auch davon unabhängige Konstruktionen ausgebildet werden. 

?, Abgesehen davon liegt es nahe, weil die genannten beiden Aufgaben: 


rührungspunktes einer Tanzente und Bestimmung der Tangente in einem Punkt, 
geometrischen Gesetz der Dualität entsprechen, 


auf einem verwandten Gebiete, 


Bestimmung des Be- 
einander nach dem 
diesem Gesetz auch hier Geltung zu verschaffen, wie es 
nämlich der Darstellung von Funktionen mehrerer Veränderlicher durch 
graphische Tafeln, der sog. Nomographie, mit gutem Erfolge längst geschehen ist. 

°) Parallelkoordinaten, sogar schon zur Bestimmung der Lage einer Ebene im Raum, finden sich 


zuerst bei Chasles 1829, vergl. Enceyklopädie der mathem. Wiss. I. 2, S. 1039, Anm. 473. 


Unabhängig 
von ÜUhasles und voneinander haben 


in der Ebene eingeführt: 
Dem letzteren verdankt man be- 


Parallelkoordinaten einer Geraden 
W. Unverzagt 1871, K. Schwering 1884 und M.d’Ocagne 1834. 
sonders viele Anwendungen, vor allem in der Nomographie. 


+; Zu den Achsen parallele Gerade sind zunächst auszunehmen. Aber obwohl eine solche Gerade 
unendlich große Parallelkoordinaten hat, hängt deren Verhältnis in bestimmter Weise von der Lage der 


Geraden ab; denn dreht sich eine Gerade um ihren Schnittpunkt mit der »Nullinie«, d.h 
dungslinie der Nullpunkte beider Achsen, so bleibt das Verhältnis w/v konstant, 
Verhältnis der unendlich zroß gewordenen Koordinaten immer noch 
Er ist bis auf einen konstanten Faktor, 
abhängt, gleich dem Verhältnis, in 
geteilt wird. 


. der Verbin- 
man darf also dem 
diesen konstanten Wert beilegen. 
Längeneinheiten der Achsenmaßstäbe 
durch die betreffende Gerade 


der von den gewählten 
welchem der Abstand beider Achsen 
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gebenen Koordinaten läßt sich, wofern gewöhnliche Maßstäbe benützt werden, schneller 
und bequemer zeichnen, wenn Parallelkoordinaten statt Plückerscher verwendet 
werden’). 

Zwei Geraden mit den Parallelkoordinaten x, v® und uı, vı bilden zusammen mit 
den Achsen zwei ähnliche Dreiecke (Abb. 1), deren in die Achsen fallende Seiten (u — u) 
und (vı —v) sind. Hält man die erste Gerade fest, so 
wird, wenn die zweite Gerade sich um irgendeinen Punkt Ä 
der ersten dreht, das Verhältnis (vı — v)/(uw, — u) kon- | | 
stant bleiben, und umgekehrt. So gehört zu jedem Punkt | | 
eine lineare Gleichung in Parallelkoordinaten. Ist ander- 
seits eine lineare Gleichung in Parallelkoordinaten, z. B. 

aurbv=c 

gegeben, und genügt eine Gerade (wı, vı) dieser Glei- 
chung: 





au +bv =c, 


Abb. 1. 


so folgt aus beiden Gleichungen 
u. a 
= — = const. 
u —u b 
Mithin stellt jede lineare Gleichung zwischen Parallelkoordinaten einen Punkt vor. Diese 
Tatsachen sind zwar aus den in Anm. 3 erwähnten Schriften längst bekannt, es mußte 
aber des Zusammenhanges wegen daran erinnert werden. 


3. Geomeitrische Bedeutung des Differentialquotienten bei Parallelkoor- 
dinaten. Graphisches Differentiieren. Hat man eine Gleichung F (u, v) = 0 oder in 
aufgelöster Form u=f(v), so liefern die ihr genügenden Wertepaare (u, v) eine Schar 
von geraden Linien, die im allgemeinsten Fall eine Kurve einhüllen werden; sie ist als 
Bild der Funktion f oder der Gleichung F—= 0 anzusehen. Wachsen die Koordinaten u, v 
einer Geraden der genannten Schar um Ju bzw. Av, so entspricht nach dem, was wir 
schon wissen, dem Verhältnis J/v/Jw ein bestimmter Punkt auf der ursprünglichen Ge- 
raden, ihr Schnittpunkt mit der Geraden zu den Koordinaten «+ Au, v+Jv. Läßt 
man Ju gegen Null abnehmen, so daß Jv/Au in dv/du —=f (u) übergeht, dann wird 
jener Punkt als Grenzlage den Berührungspunkt der Geraden (uw, v) mit dem Bilde der 
Funktion f(w) haben (Abb. 2). Dieser Punkt werde der G@leitpunkt der Geraden (uw, v) 
genannt. Der Zahlwert von f’(u) läßt sich nun folgendermaßen finden. Genügen die 
Koordinaten ,, vı einer Geraden der Gleichung 








Abb. 2. Abb. 3. 


so muß diese Gerade nach dem Vorhergehenden den Berührungspunkt der Geraden (u, ®) 
mit dem Bilde der Funktion f(w), also den Gleitpunkt der Geraden (uw, v) enthalten. 
Macht man aber 4 — u=1, dann kommt vu —v=f'(u). Das gibt folgende Regel: 
Verbinde (Abb. 3) den Punkt («+ 1) der w-Achse mit dem Gleitpunkte der Geraden 
(u, v), so ist f’(w) gleich der Maßzahl des Abschnitts der v»-Achse zwischen der Geraden 


°) Wenn man bei Plückerschen Koordinaten einen perspektiven Maßstab in den Achsen an- 


bringt, so wird der Unterschied etwas ausgeglichen, aber nicht ganz, weil das Interpolieren nach dem 
Auge bei einem solchen Maßstabe weniger bequem und genau ist, als bei einem gewöhnlichen. 
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(u, v) und jener Verbindungslinie. Das Bild der abgeleiteten Funktion f’ (w), also die 
abgeleitete oder Diiierentialkurve der ursprünglichen, läßt sich finden wie folgt: Durch 
den Gleitpunkt der Geraden (u, v) ziehe man (Abb. 3) die Achsenparallele, verbinde den 
Punkt, in welchem sie die Nullinie schneidet, mit dem Punkt «= 1 der w-Achse — die 
Verbindungslinie wird auf der v-Achse das, natürlich mit dem » Maßstabe zu messende 
Stück f («) abschneiden — und den Punkt, in welchem die Verbindungslinie die v-Achse 
schneidet, mit dem Punkt « der w-Achse, dann ist letztere Verbindungslinie eine Tangente 
des Bildes der abgeleiteten Funktion f'(w), d. h. der ersten Difierentialkurve der gegebenen 
Kurve. Diese Konstruktion wäre umzukehren, wenn die Aufgabe der graphischen Qua- 
dratur gelöst werden sollte. Wenden wir uns aber sogleich der allgemeineren Aufgabe 
zu, eine Difierentialgleichung 1. Ordnung graphisch zu integrieren. 

4. Graphische Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
1. Ordnung. 


Es handle sich um die Gleichung 


\ 


dv\ _ 
F (u, 0,57) =(0 oder Tu v). 


Beschränken wir uns auf den Fall, daß die Funktion f eindeutig ist. 

Wertepaar u, v entspricht eine beliebige Gerade der Ebene, dieses Wertepaar gibt aber 
einen bestimmten Wert von dv/du, die Funktion f(u,v) liefert somit den Gleitpunkt der 
(reraden. Mit ihm zusammen bildet die Gerade ein Linienelement, eine Granne, wie man 
es kürzer nennen könnte. Der ganze Bereich, in welchem die Funktion f(u,v) erklärt 
ist, wird so von lauter, durch diese Funktion bestimmten Linienelementen oder Grannen 
erfüllt. Es besteht aber gegen das hergebrachte Verfahren, 
änderlichen als Punktkoordinaten benützt werden, 
die Konstruktionen genauer und 


Einem beliebigen 


bei dem die Ver- 
nach dem früheren der Vorteil, daß 
einfacher sind, abgesehen von dem Unterschied, 
daß bei jedem Linienelement seine Gerade als das Ursprüngliche zu wählen ist, während 


der Punkt des Elements erst hinterher vermöge der gegebenen Funktion f(u,v) ge- 
Yunden wird. 


Was die Anordnung der Linienelemente in der Ebene betrifit, so haben in dem 


dualen Falle Solin und Massau, die zuerst über die graphische Integration von Difie- 
ventialgleichungen schrieben, bekanntlich Elemente zusammengenommen, für welche dy/dx 
konstant ist, die also parallel sind oder sich auf einer sog. Isokline befinden. 
ist es, wenn man die Linienelemente so in Scharen ordnet, 
jeden Schar dv/du konstant ist, 


Dual dazu 
daß für die Linien einer 
was dann und nur dann zutrifit, wenn die Punkte der 
Linien einer und derselben Schar sich auf einer Achsenparallele befinden. Die Linien 
einer derartigen Schar werden im allgemeinsten Fall eine bestimmte Hüllkurve geben, 
die man der betreffenden Achsenparallelen oder @leitpunktlinie zuordnen wird (Abb. 4). 





Abb. 4. Abb. 5. 


Da Newton statt Ableitung bekanntlich Fluxion (Fluß) gesagt hat, so wäre der Name 


Linien gleichen Flusses« oder Flußgleichen für jene Hüllkurven (als duales Gegenstück 


zu Isoklinen) wohl nicht ganz unpassend. 


Die Konstruktion irgendeiner Integralkurve kann, wenn eine hinreichende Anzahl 
sie mögen den Werten %, Xı, %s, 


von dv/du entsprechen 
... gezeichnet sind, etwa so erfolgen: 
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Der gegebene Anfangsstrahl sei S,; er berühre (Abb. 5) die Flußgleiche %. Sein Gleit- 
punkt go ist sein Schnittpunkt mit @,. Man gehe auf ihm vorwärts bis zum Schnitt- 
punkt gı mit G,, ziehe von ihm den Strahl S, berührend an die Flußgleiche x,, von 
dessen Schnittpunkt 9 mit @, den Strahl S, berührend an die Flußgleiche «x usw. Dann 
wird in erster Annäherung die gesuchte Integralkurve die Hüllkurve der Strahlen So, Sı, 
8}, ... sein; zugleich wird man in den Punkten 9, 9ı, 92, - .. ihre Berührungspunkte 
mit der Integralkurve haben. Wird größere Genauigkeit verlangt, so kann zur Erzielung 
einer Annäherung 2. Ordnung die sog. Konstruktion in die Mitte dienen®). 81 


Bestimmung der Lage eines Punktes mit Hilfe der 


Unterschiede seiner Entfernungen nach gegebenen Punkten. 
Von P. WERKMEISTER in Dresden. 


ind M, Pı, Ps, ... P„ ihrer Lage nach zerebene Punkte oder Festpunkte und P ein 

festzulegender Punkt oder Neupunkt, so kann man die Lage von P dadurch be- 

stimmen, daß man die Unterschiede u,,% ... uw. zwischen PM einerseits und PPı, 
PP3.... PP, andererseits ermittelt!) Da durch jeden der Unterschiede ui, us ... %n eine 
Hyperbel bestimmt ist, so ist der Punkt P durch ebenso viel Hyperbeln bestimmt als 
Entfernungsunterschiede gemessen wurden. Sind nur zwei Entiernungsunterschiede ge- 
messen, so ist P ohne überschüssige Messungen oder »einfach bestimmt«. Wurden mehr 
als zwei Entiernungsunterschiede gemessen, so sind überschüssige Messungen vorhanden 
und der Punkt ist »mehrfach bestimmt«; man hat dann eine Aufgabe der Ausgleichungs- 
rechnung. 


A. Einfache Bestimmung mit Hilfe von zwei Entiernungsunterschieden. 


Die zu lösende Aufgabe lautet in einem rechtwinkligen Koordinatensystem folgen- 
dermaßen: Gegeben sind die Punkte M, P, und P; durch ihre Koordinaten (%„, Ym), (a1, Yı) 
und (&,%3); zur Bestimmung der Koordinaten (x,%) eines Punktes P wurden die Ent- 
fernungsunterschiede PM — PPı = u, und PM — PP, = us gemessen. 

Im folgenden werden zwei Lösungen mitgeteilt; die erste ist eine zeichnerisch 


rechnerische und die zweite eine rein rechnerische oder — weil es sich um die Bestim 
mung von zwei Unbekannten handelt — algebraische Lösung. Im Anschluß an diese 


beiden Lösungen wird noch die Nebenaufgabe behandelt: Die beiden Entfernungsunter- 
schiede «4, und sind mit den mittleren Fehlern #, und 13 behaftet; es sollen die durch 
diese an den Koordinaten X und y des Neupunktes P hervorgerufenen mittleren Fehler 
A, und 4, bestimmt werden. Auch für diese Aufgabe werden zwei Lösungen angegeben, 
eine zeichnerische und eine rechnerische 

Die Einzelheiten der im nachstehenden mitgeteilten Verfahren werden an dem 
folgenden Zahlenbeispiel gezeigt: 


Punkt x y 
M + 6 105,0 m + 11 425,2 m 
Pı 6 090,6 8 710,3 
P; 6 304,5 13 650,7 
u = 320,7m, U —= 10854,6 m, un —=- 10,0 m, 1 = -+ 10,0 m. 


1. Zeichnerisch-rechnerische Lösung. Der Grundgedanke dieser Lösung besteht 
darin, daß man für die gesuchten Koordinaten x und y des Neupunktes P zeichnerisch 
die einem Näherungspunkt P, entsprechenden Näherungswerte %, und yo ermittelt, und 
die an diesen anzubringenden Verbesserungen Jx% und Ay zum Teil rechnerisch, zum 
Teil zeichnerisch unter Beachtung gewisser geometrischer Näherungen bestimmt; man 
erhält dann X und y aus 

= u +9 und Y=y+Afy. 


6) Wird nur eine einzige Integralkurve oder eine geringe Anzahl solcher gewünscht, so daß es 
sich nicht lohnte, eine Schar von Flußgleichen zu konstruieren, dann lassen sich Konstruktionen an- 
wenden, die zu denen in meinen Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 122 ff,, dual sind. 

I) Diese Art der Festlegung eines Punktes wird bei dem als Schallmeßverfahren bezeichneten 
Verfahren benutzt, bei dem die Lage eines feindlichen Geschützes nach dessen Abschuß durch Messung 
der Entfernungsunterschiede mit Hilfe des Schalles bestimmt wird. 
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(rund einer einfachen 
Vergleich zum gegebenen Unterschied « zu 


betreffenden Brennpunkt | 


die ersten Näherungswerte %o 


mit diesen Werten die Entfernungen ?) zwischen dem Näherungspunkt P, und den Punk- 


abmessen; für die Bereehnung von ® benutzt man den 
schieber. 
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Zur Bestimmung der Verbesserungen Sz und 4% berechnet man mit %, und yo 
die Entfernungen zwischen dem Näherungspunkt P, und den gegebenen Punkten M, Pı 
und P,; man erhält damit die »genäherten Entiernungsunterschiede« wo,ı und Wo, die 
um Sın und Aus von den »gegebenen Entiernungsunterschieden« «, und a3 abweichen. 
l,äßt man in der Zeichnung im Punkt P, an die Stelle der Hyperbeln deren Tangenten 
treten, so muß man diese den Abweichungen Su, und Aus entsprechend um v, und v 
parallel verschieben. Der Schnittpunkt der so verschobenen Tangenten ergibt den im 
Vergleich zum Näherungspunkt P, besser liegenden Punkt P; die Koordinatenunterschiede 
von P und P 


P, stellen die an &, und %, anzubringenden Verbesserungen x und Jy vor. 
Wählt man für die durch v, = fı (A u,) und % 


— f} (J us) bestimmte Parallelverschiebung 

der Tangenten in P, einen entspre- 
chend großen Maßstab, so kann man 
in der dabei entstehenden »Verbesse- 
rungsfigur« Ax und JYy abmessen 
und damit © und % berechnen; die 
Vorzeichen von Jx und Ay erge- 
ben sich dabei unmittelbar aus” der 
Figur. 

Die Größen v, und %, um die die * 
Tangenten in P zu verschieben sind, 
erhält man auf Grund einer einfachen 
Ueberlegung. Ist P ein Punkt einer 
Hyperbel mit den Brennpunkten F' 
Ä ’ und Fa (Abb. 1), und verändert man 
ee YV den Unterschied PR — PR =u um 
„u die kleine Größe AB= Ju, »o 

Abb. 1. kommt der Punkt A auf PF, nach 

A’; dabei liegt A’ auf FAA und auf 

dem Halbmesser u-- J/u, an dessen Stelle man nähe- 
Tangente in B treten lassen kann. Der Verlegung des Punktes 
| nach A’ entspricht eine Parallelverschiebung der Tangente PC umv = nd 





dem Kreis um # mit 
runosweise seine 


Bezeichnet 


man den Winkel in ? zwischen PF, und PP; mit 29, soistt AA — 


und man erhält!) 
sin p 


ı Ju 
2 sing 


0 = 


Die Richtung, in der eine Tangente zu verschieben ist, ergibt sich ebenfalls auf 
Ueberlegung. Ist der genäherte Entfernungsunterschied u, im 
klein egen den 
‚so muß man die Tangente BE 
j groß 


von dem 
verschieben. 
weg 


Hat man in der angegebenen Weise die verbesserten Koordinaten des Neupunktes 


bestimmt, so berechnet man mit ihnen die Entfernungen nach den Festpunkten und damit 


die Entiernungsunterschiede; stimmen deren Werte noch nicht mit der gewünschten Genauig- 
keit mit den gegebenen Werten überein, 


so betrachtet man die ermittelten Koordinaten 


des Neupunktes selbst wieder als Näherungswerte und wiederholt mit ihnen das Verfahren. 


Durch entsprechende Wiederholungen des Verfahrens kann man die Koordinaten & und 
y von P mit beliebiger Genauigkeit bestimmen. 


Für das oben angegebene Zahlenbeispiel wurden die Festpunkte M, P, und P, 


maßstäblich aufgetragen (Abb. 2) und die beiden, durch x, und ı bestimmten Hyperbeln 


soweit als dies zur Bestimmung von IP’ nötige ist — gezeichnet; dabei ergaben sich 
+ 11 040,0 m und % = + 9 344,0 m. Berechnet 


man 


) Die Größe des zur Berechnung von v erforderlichen Winkels p kann man in der Zeichnung 


mit einer sin-Teilung ausgestatteten — Rechen- 


*) In den meisten Fällen wird hierfür die Quadrattafel in der bekannten fünfstelligen Logarithmen- 
tafel von F,G. 


Gauß genügen; man kann aber auch eine Rechenmaschine 


verwenden. 
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- 
‘ 


ten M, Pı und Ps, so erhält man für die genäherten Unterschiede w,' = Pu’ M — Pı' Pı 
und ua = Po Pa — PM die Werte wo,ı' = 366,1 m und wo,’ — 1 045,1 m. 

Vergleicht man wo,’ und “so, mit den gegebenen Unterschieden u, und %, so zeigt 
sich, daß «o,ı kleiner werden muß um Au,’ = 45,4 m, und daß 0,’ größer werden muß 
um Ju’ = 39,5 m; man muß demnach den gegen Pı liegenden Ast der durch u, be- 


72000 


“ 70 00 —— 


5000 








8000 
d000 











A = 
"AG 


Abh. 2. 


stimmten Hyperbel von Pı weg, und den gegen M liegenden Ast der durch %, bestimmten 
Hyperbel gegen NM zu verschieben. Für die Strecken v,' und »,, um die man die 
Tangenten in P, parallel verschieben muß, erhält man mit den der Zeichnung entnom- 
menen Winkeln yı = 15,2° und 9 = 10,0° die Werte 
24 
vu — ı 40 — 865m und m — A = 112,5 m. 
2 sinyı 2 sin ga 
Verschiebt man die Tangenten in Po unter Benutzung eines entsprechend großen 
Maßstabes parallel um v, und v,', so ergeben die Parallelen den Punkt P)’. Für die 
Koordinatenunterschiede Ax und /y zwischen P,' und P5" erhält man aus der Zeichnung 
A x — 445,0 m und Ay = 147,0 m; damit findet man unter Beachtung der unmittelbar 
aus der Zeichnung zu ersehenden Vorzeichen von Az und Ay für die Koordinaten des 
Neupunktes die zweiten Näherungswerte 


" 


% —=% — JX = + 11040,0 — 445,0 = + 10 595,0 m 
Yy'=Yyı+4Ay=+ 9344,0 + 147,0=-+ 9 491,0 m. 

Wiederholt man mit diesen Werten das Verfahren, so findet man 

—= 317, 3m und Ju,” = 1087,0 m. 

Der Vergleich dieser Werte mit den gegebenen Werten x, und u, zeigt, daß wo,’ 


um Ju =3,4m größer und ww,’ um Ju,’ = 2,4 m kleiner werden muß; man muß 
35* 
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Hilfe von Positionswinkeln. 


von Aufgaben der einfachen Punktbestimmung. 
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deshalb die Tangenten in Po” 


um ?ı’ gegen den Brennpunkt Pı zu bzw. um ®3' von dem 
Brennpunkt M weg- parallel verschieben; dabei ist ') 


" s 1 J u » _- 7 1 I us" > - 
y = —=6,65m und w'- — 6,85 m. 
2 singı 2 singa 


Nimmt man die Parallelverschiebung der Tangenten in P,’ in genügend großem 
\laßstab vor, so findet man den Punkt P%” und damit die dritten Näherungswerte 


X —=%' + A%X = + 10 595,0 + 30,0 = -+ 10 625,0 m 


Y%=m — Ay'=+ 9491,0— 10,7=+ 9480,3 m. 
Die Wiederholung des Verfahrens mit diesen Werten ergibt 


7 r 
uU, = 321,4 m %n = 10842 m 

71, - N 
Iw" = 07m Im” = 0,4 m 
v = 13m u — 1,2m. 


Wobei die Tangenten in P,’ um vı”' vom Brennpunkt P, weg bzw. um vs” gegen den 
Brennpunkt M zu verschieben sind. 


Auf Grund der parallel verschobenen Tangenten 
findet man als endgültige Koordinaten & und y des Neupunktes P 


u — JE" 
y=y"+ Ay" 


+ 10 625,0 — 5,3 = + 10 619,7 m 


| 


tr 9480,3 +2,1= + 9482,4m. 


Berechnet man mit diesen Werten zur Probe nochmals die Entfernungsunterschiede, 
so erhält 


man 
u = 320,6 m und = 1084,6m, 
also — bis auf O,1m bei u, — die gegebenen Werte. 


Die im vorstehenden benützte, zeichnerisch-rechnerische Lösung der vorliegenden 


Aufgabe ist bei allen Aufgaben der Punktbestimmung in der Ebene und im Raum ein- 
heitlich dieselbe ‘?). 


2. Algebraische Lösung. Der Grundgedanke dieser Lösung besteht darin, daß 
man zur Bestimmung der beiden unbekannten Koordinaten x und % des Neupunktes P zwei 
Gleichungen aufstellt. Da diese Gleichungen eine für ihre Auflösung unbequeme Form 
haben, so bringt man sie nach Einführung von Näherungswerten % und % für © und Y 
mit Hilfe des Satzes von Taylor durch Vernachlässigung der Glieder zweiter und höherer 
Ordnung auf die lineare Form. 


Die beiden Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten 7 und % lauten 


Ve + Yy u? Va + y—-Yy)—u=0 (1) 
Ve — 3)? + (y — y)’— VY(x — Zu)’ tr (y — Yyn)? —-Ww=0 
Setzt man 
en +f1% und Y = Yo + Ay . ® ® , ® A r (2) 


so erhält mit Hilfe des Satzes von Taylor nach einfacher Umiormung näherungsweise 


(a (N) Art tn we | 


| (3), 
xu—x; x — Xm yo — Ya Yo — Um 
> J r- . — A + a == () 
| P,P; PoM Fade PoP; PoM ) Y+ (ua — un) \ 


wobei 


PR, M= V(x oe 2a)’ + (ya — 4.)° 
Ph = V(x — 71)?’ + (Y% — Yı)?, P, Pr = V (un — %)? + (y — Yı)’ 
Lo, = Po M — Po Pı . U = Po P; ug Po M. 
Durch Wiederholen des Verfahrens kann man die Koordinaten X und y des Punk- 
tes P mit beliebiger Genauigkeit bestimmen. Die ersten Näherungswerte für x und y 


!, Zur Berechnung von pvp, und v3” wurden absichtlich die für Po’ in der Zeichnung abgemessenen 
Werte für qgı und 99 beibehalten. 


vergl. P. Werkmeister. Graphiseh-numerische Lösung von Aufgaben der einfachen trigono- 


Zeitschr. f. Math. u. Physik 1916, S. 1. Punktbestimmung durch Gegen- 
Vermessungswesen 1915, S. 210. Einfaches Rlickwärtseinschneiden im Raum mit 
Internationales Archiv f. Photogrammetrie 1915, S. 41. Beitrag zur Lösung 


Zeitschr. f. Vermessungswesen 1921, S. 866. 
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or) 
en 
“DD 


en) 
Gleichungspaares (3) kann man zum mindesten nach Einführung der zweiten Näherungs- 


g 
werte den Rechenschieber benutzen. 
Bei dem oben angegebenen Zahlenbeispiel findet man zeichnerisch als erste 
Näherungswerte für die beiden Unbekannten die Werte 
o%=-+11l 040,0 m und Yo —= -+ 9 344,0 m. 
Mit ihnen erhält man zur Bestimmung der Hilfsunbekannten Ax und Sy’ die 
Gleichungen !) 


erhält man auf dem Wege der Zeichnung. Bei der Aufstellung und der Auflösung des 


— 0,07 049 I -— 0,51 558 Jy + 45,4 = 0 
— 0,18 160 I x — 0,28 424 A y’ — 39,5 


| 
o 


aus denen man 
Id= — 452,0 m und A y == —+ 150,0 m 


findet. Damit erhält man die zweiten Näherungswerte 
% = + AU = + 11 040,0 — 452,0 = + 10 558,0 m 
yv+Jy=-+ 9344,0 + 150,0=-+ 9 494,0 m. 


| 


Hiermit ergeben sich zur Bestimmung der Verbesserungen Ax' und Ay" die Gleichungen ’?) 
— 0,067 J x" — 0,567 Iy’ — 4,6 — 0 
0,201 4x" — 0,301 Sy" + 2,9 = 0 
und AX = + 32,2 m, Jy" = — 11,9 m also 
x=r" + JX = + 10 588,0 + 32,2 = + 10 620,2 m 
y=y'"+4Ay=+ 94940 — 11,9= + 9482,1m. 


Berechnet man mit diesen Werten die Entfernungsunterschiede «, und us, so findet 
man genau die gegebenen Werte; die zuletzt berechneten Werte für die Koordinaten des 
Neupunktes P können deshalb als die endgültigen angesehen werden. 

Auch die im vorstehenden angewandte »algebraische« Lösung kann man bei allen 
Aufgaben der Punktbestimmung in der Ebene und im Raum in ihrem Grundgedanken 
einheitlich anwenden ?). 


3. Bestimmung der mittleren Koordinatenfehler. Die durch die gegebenen 
mittleren Fehler «, und /4 der Entfernungsunterschiede «, und «» an den Koordinaten 
x und 4 des Neupunktes P verursachten mittleren Fehler «, und u, erhält man auf 
Grund des Fehlerfortpflanzungsgesetzes aus 


„= V m.’ + m.”? und rt, : ,;,% (4). 
My 7 V 


\ 


1} 
m; und m u 4, von u 
er ‘+ die durch den mittleren Fehler 2 u 
m, und m, Ha von us 


x und % hervorgerufenen mittleren Fehler. Die Einzel- oder Teilfehler m;, m,, m." und 
m, kann man entweder zeichnerisch oder rechnerisch ermitteln. 


Dabei bedeuten allein an 


m, und m,! 
1 


m," und m,'\ 
ergeben sich als Koordinatenunterschiede zwischen dem durch die Entfernungsunter- 


u + 4ı und us 
u, und ua + u 


a) Zeichnerische Bestimmung der Teilfehler. Die Teilfehler 


schiede «, und ua bestimmten Punkt P und dem durch 


Pı 
Punkt p, | 


Zur Bestimmung der Punkte P, und P, läßt man an die Stelle der Hyperbeln 
deren Tangenten treten; dabei erhält man die durch ı, — 4ı und ug -- Us bestimmten 
Tangenten 71,’ und 75 (Abb. 3) durch Parallelverschiebung der zu u, und % gehörigen 


| bestimmten 


r m 3 1 u 1 A 
Tangenten 7, und YinPumv=— -——- undv= — 
sin gı 2 sin yg 


die in der Zeichnung abzumessenden Winkel zwischen den betreffenden Brennstrahlen sind. 


‚ wobei wieder 29, und 2% 


) Zur Berechnung der in den Gleichungen auftretenden Größen und zur Auflösung der Gleichungen 
wurde die für selbsttätige Division eingerichtete Rechenmaschine »Hamann-Manus« benutzt. 

2) Zur Aufstellung der Gleichungen — mit Ausnahme der Berechnung der Absolutglieder — und 
zu ihrer Auflösung wurde der gewöhnliche Rechenschieber verwendet. 

3) Vergl. P. Werkmeister, Beitrag zur Lösung von Aufgaben der einfachen Punktbestimmung. 
Zeitschrift für Vermessungswesen 1921, S. 322. 
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ausgehend bestimmen. 
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en | 2 lag ’ 5,0 
Für das oben angenommene Zahlenbeispiel findet man!) vu = —— — 17,5 m 
F sin 16°, 8 
5,0 RR 
und v9 = = 27, 
El 


8m; mit den dadurch bestimmten Punkten P,ı und P, (Abb. 3) 
ergeben sich die Werte 


4 nYi ) 
M, = 32,4m, m, = 





























. ) > . ) - 
—= 21,6 m: mM; —6bl,5m, m) = 7,4 m 
und damit auf Grund der Gleichungen (4) entweder zeichnerisch oder rechnerisch 
en) 
Ht,—= + 69,5 m und u,= -+ 22,8 m. 
70000: 
+E000 un 
"00 776000 
8000 mM 





Abb. 3. 


b) Rechnerische 


Bestimmung der Teilfehler. 
m, und m, 


kann man von den beiden Gleichungen 
} (x 4- Cm)’ - 


Die Teilfehler m; und m, 


+ y- !—-Ve-a” + y’—-u=0| (5) 
Ya—-2” + y-y? -VRe- + Yy-yYP’—u=0 | | 


Setzt man =% + m. und Y=%,-+ m,. so erhält man mit An- 
wendung des Satzes von Taylor bei Vernachlässigung der Glieder zweiter und höherer 
Ordnung die beiden Gleichungen 


(>=7 72 > y) m, + (5 a4 ) m, + (wo,ı -— 4) — (0 
\ U 0 l 0 ( | | | (6), 
er gen ar) mM + 5 : wre rn) m, + (ua — u) = 0 \ 

1) . 


’ 


Die Winkel 9, und gg wurden für den richtig liegenden Punkt P der Zeichnung entnommen; 
und 0 wurden mit dem Rechenschieber berechnet. 
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in denen 

PM=YV(r — u)’ + (Yı — Ym)? 
/ / Er 
PP =V(o — u) + (y — Yı)®’, PP =V (& — %)’ + (Yo — Ya)’ 
wı = PM — PıPı, ua = Po Ps — PoM. 


Setzt man in den Gleichungen (6) das eine Mal w,ı — wı = Kı und wa — ua = 0, sowie 
n,=m, und m,=m, und das andere Mal w,ı —w=0 und Wo — U — 1, sowie 


m.—= m, und m,= my", und schreibt man an Stelle von X, und % wieder & und %, so 
ergeben sich zur Bestimmung von m, und m, die Gleichungen 


ar 55) m. + (47 U 4 "\my+m=0| 


PM PP, PM PP (73) 
Ve a 
und zur Bestimmung von m,’ und m,' die Gleichungen 
ee — Pam —0 | (7b) 
v7 e PM) m. + (PB m )m +0 | 


Für die Auflösung dieser Gleichungen genügt in den meisten Fällen die Genauig- 
keit des gewöhnlichen Rechenschiebers. 
Für das oben schon benutzte Zahlenbeispiel erhält man für die den Gleichungs- 
paaren (7a) und (7b) entsprechenden Gleichungen die folgenden 
0,067 m} — 0,567 m, + 10,0 = 0 
0,201 m, — 0,301 m, — 0 


und - 0,067 m — 0,567 m," = ( 
— 0,201 m." — 0,301 m,’ + 10,0 = 0 | 
Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt die Werte 
Mm: = — 32,2m, m)= + 21,5 m; m.’ = + 60,5m, m" = —7,1m. 
Mit ihnen findet man mit Hilfe der Gleichungen (4) 
U,= + 68,8m, uU,= - 22,6 m. 


Es sind dies bis auf unwesentliche Abweichungen dieselben Werte wie bei der 
zeichnerischen Ermittlung der Teilfehler. 


B. Mehrfache Bestimmung 
mit Hilfe von mehr als zwei Entfernungsunterschieden. 


Bei z. B. vier gemessenen Entiernungsunterschieden handelt es sich um die fol- 
gende Aufgabe: Gegeben sind die Koordinaten (X, Ym), (Xı, Yı), (&, Y3), (X, y) und 
(24, yı) der Punkte M, P,ı, Ps, Ps und P,; zur Bestimmung der Koordinaten © und y 
eines Neupunktes P wurden die Entfernungsunterschiede PPı — PM=u, PR — PM = 
PP, —PM=ı und PP, — PM =u, gemessen '!). 

Von den beiden im folgenden mitgeteilten Lösungen ist die erste eine zeichnerische 
und die zweite eine rechnerische; Einzelheiten der Lösungen werden an dem folgenden 
Zahlenbeispi'el gezeigt: 


bj 


Punkt x y 
M + 2302,7 m + 4510,3 m 
P, 1590,5 2851,6 
P, 1304,0 1125,4 
P; 2095,4 6882,1 
P,; 1870,1 8801,8 


u, = 645,0 m, ug = 1850,0 m, us = 790,0 m, uU = 2055,0 m. 


I) Im folgenden wird angenommen, daß die Größen u, w, u; und u; alle gleich gerau gemessen 
wurden, also alle dasselbe Gewicht haben, 
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1. Zeichnerische Lösung. Infolge der unvermeidlichen Messungsfehler schneiden 
sich die vier, durch die Entiernungsunterschiede ı, us, us und u, bestimmten Hyperbeln 
nicht genau in einem Punkte, sondern bilden eine fehlerzeigende Figur; die Lösung zer- 
fällt demnach insofern in zwei Teile, als man zuerst die fehlerzeigende Figur aufzu- 
zeichnen und sodann in ihr den plausibelsten Punkt zu bestimmen hat. 

a) Aufizeichnen der fehlerzeigenden Figur. Bei der Aufzeichnung der 
fehlerzeigenden Figur hat man zu beachten, daß man in ihrer Umgebung an Stelle der 
Hyperbeln näherungsweise deren Tangenten treten lassen kann. Diese Tangenten 71, 
T;, 73 und 7, kann man mit Hilfe ihrer Abstände a,, a, at und a, von einem Nähe- 
rungspunkt Po mit den Koordinaten X, und „0 bestimmen. Die Abstände aı, a, a und 
a; erhält man mit Hilfe der Abweichungen Ju, JSus, Auz und Ju, der dem Näherungs- 
punkt 7, entsprechenden Entfernungsunterschiede o,ı, %o,2, Yo, UNd Woz4 
ebenen Unterschieden », 


von den ge- 
lg, U und vw, aus 
ı Zu ı Si | ı Su 1 Su 
u 2 sin yı 2 ze 2 sin q2" GA = 9 ’ ww A dm 


2 ein g3 2 sin 7 


Einen Näherungspunkt Po findet man als Schnittpunkt von nur zwei Hyperbeln. 
Die durch die jeweiligen Brennstrahlen bestimmten Winkel %Yı, %s, Ys und y, (Abb. i) 
kann man entweder mit Hilfe der durch % und yo bestimmten Richtungswinkel berechnen 
oder auch im allgemeinen mit genügender Genauigkeit 
Punkte M, P,, P:., P; und P, sowie den 
(Abb. 4), die 
braucht. 


— in der die gegebenen 
Neupunkt P, enthaltenden Figur abmessen 
als Grundlage zum Auizeichnen der fehlerzeigenden Figur ohnehin 
Für die Bereehnung der Abstände aı, @, a; und a 


man 


genügt im allgemeinen die 
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(Genauigkeit eines mit einer sin- Teilung ausgestatteten Rechenschiebers. Die die fehler- 
zeigende Figur bildenden Tangenten 7\, 73, 7T3 und 7, ergeben sich durch Parallel- 
verschiebung der Tangenten 71)‘, 73, 73’ und 7, in P, um aı, a;, az und a, unter Be- 
nutzung eines den Werten von qı, @, as und entsprechenden, genügend großen Maß- 
stabs. Die Richtung der Verschiebung ergibt sich auf Grund der oben angegebenen 
einfachen Ueberlegung. 
Bei dem gewählten Zahlenbeispiel (Abb. 4) findet man mit 
X = + 7060,0 m und %=-+ 4400,0 m 


U, = 637,8 Mm, U = 1863,7 m, U = 791,9 mM, Kos = 2046,6 IL 
Idu= 72m, Awu= 137m, JIJw= 19m, JSw= 8,4 m 
a = 23,0 m, a= 258m, Gg= 43m, d4= 12,6 m. 


Ein Vergleich der Werte wo,ı, %o,2, 4o, und “o,,;, mit den Werten 1, %, % und 
zeigt, daß man 7ı um a, gegen den Brennpunkt M, T, um a von dem Brennpunkt M 
weg, 73 um a vom Brennpunkt M weg und 7,’ um a, gegen den Brennpunkt M ver- 
schieben muß. 


b) Bestimmung des plausibelsten Punktes in der fehlerzeigenden 
Figur. Bezeichnet man die einem beliebigen Punkt P’ entsprechenden Verbesserungen 
der gemessenen Entfernungsunterschiede mit »y', ©, v' und vy', so ist im Sinne der 
Methode der kleinsten Quadrate derjenige Punkt der plausibelste, für den [vv] ein 
Minimum wird. Da bekanntlich alle Punkte mit demselben Wert für [Y’v] je auf einer 
»Fehlerellipse« liegen, und der plausibelste Punkt P mit den Verbesserungen ?ı, va, 3 
und v; der Beobachtungswerte 1, “es, us und z, der gemeinsame Mittelpunkt aller Fehler- 
ellipsen ist, so kann man P als Mittelpunkt einer beliebigen Fehlerellipse bestimmen. 
Eine solche Fehlerellipse erhält man in einfacher Weise dadurch, daß man für genügend 
viele Punkte die Werte von [v’v'] bestimmt und zwischen diesen Punkten die erforder- 
lichen Punkte der betreffenden Ellipse durch Einschalten bestimmt !). 

Hat man den plausibelsten Punkt P der fehlerzeigenden Figur ermittelt, so findet 
man seine Koordinaten & und y aus 

= +de und y=y-+ Ay, 


wobei man Jx und Jy als Koordinatenunterschiede zwischen P und dem zum Auf- 
zeichnen der Figur benutzten Näherungspunkt P, mit den Koordinaten % und , erhält. 

Mit den durch den plausibelsten Punkt P bestimmten, der fehlerzeigenden Figur 
zu entnehmenden Verbesserungen v,, dv, ©; und ”; kann man den’ mittleren Fehler u 
einer der n gleich genauen Beobachtungen uı, ws, us... berechnen aus 


ir 
ad a © 


Die mittleren Fehler «, und u, der Koordinaten x und y von P erhält man be- 
kanntlich in einfacher Weise mit Hilfe der »mittleren Fehlerellipse«. Bezeichnet man 
die einem Punkt dieser Fehlerellipse entsprechenden Verbesserungen der Beobachtungen 
mit tı, Vs, Da: und b;, so läßt sich zeigen‘), daß für die mittlere Fehlerellipse 


k,ıj="ipp]. 
n— 2 


Zeichnet man die so bestimmte Fehlerellipse, so schneiden ihre Tangenten parallel 
zu den Koordinatenachsen auf diesen u, und u, ab. 
Bei dem eingeführten Zahlenbeispiel wurde gefunden 


t=%+ Jr = + 7060,0 + 11,7 = 7071,7 m 
yYy=Y— Iy= + 4400,0 — 11,1 = 4388,9 m 
wol yo 
— -—= VY—— + 10m 
r 4—2 = 
vorl= 311 
HU,= + 38,0 m, v,= -L 1l,1m. 


!) Damit man der fehlerzeigenden Figur unmittelbar die v-Werte entnehmen kann, versieht man 


1 vw 
sie mit entsprechenden Maßstäben (Abb. 4), die sich ergeben aus «= ‚ wobei a; die in der 


fehlerzeigenden Figur abgemessenen Abstände bedeuten. 2 sin gi 
9) Vergl. P. Werkmeister. Bestimmung der mittleren Koordinatenfehler bei graphischer Aus- 
gleichung. Zeitschr. für Vermessungswesen 1918, S. 166. 
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Math. und Mech. 
2. Rechnerische Lösung. Führt man die zu lösende Aufgabe der Ausgleichungs- 


rechnung nach dem Verfahren der vermittelnden Beobachtungen aus, so hat man Fehler- 
sleichungen von der Form 


u; + vo; } (X = x)? — (Y —— y.)” -— | (x u En)" + (Yy 2e2 2°, 


Führt man zur Linearmachung dieser Gleichung mit Hilfe des Satzes von Taylor 
für © und y Näherungswerte x, und y. ein, und setzt man 


ze + JX und 


y-y- J Js 
die lineare Gleichung 


so erhält man 


vv tv =u,+ (= „su =) Js (" Yi an: ne Iy 
Si Su,m S),i 8),m 
wobei 


Uosi a AYıEr a Som 
— Va, — 2)? + (yo — Yn)? 
$0.m “en \ 0 „m Yo Yın ® 


Bei vier gemessenen Entiernungsunterschieden 41, %,w und u, hat man somit die 
vier linearen Fehlergleichungen 


0,4 = V(x, — x,)? —- (yo — y)? a 





=aJz+b Jy+ Ju 
U = @ Jx + ba J Y + le 
3 —d Jc+b; J yy A Uz 


Dy — dig Ax —- b; J Y -+- j | 27 
in denen gesetzt wurde 


X) — Im ’z Yi Yn — YUm 
a; un iii , b,= Br 
8,i 8).m 3 ),m 


A UL; = Uosi U;. 
Mit diesen Fehlergleichungen erhält man in der üblichen Weise die Normal- 
gleichungen zur Bestimmung von Jx und J/y, mit diesen die Werte der Verbesserungen 


’1,29,03 und v,;, und damit den mitteren Fehler u einer Beobachtung und die mittleren 
Fehler u, und #, von X und y. 


Bei dem schon oben benutzten Zahlenbeispiel findet man mit %, = +7 060,0 m 
und Y% = + 4 400,0 die Fehlergleichungen ' 
vı = — 0,0418 42 +03101 4y— 72m 
vu = — 0,1306 Jt + 0,5177 Jy + 13,7 m 
2 —= — 0,1053 Jx — 0,4241 4y+ 1,9m 
u —= — 0,2372 Ax — 0,6237 Ay — 8,4m. 
Damit ergeben sich die Normalgleichungen 
0,086 Sx + 0,112 Sy + 0,304 = 0 
0,112 /x + 0,933 I y + 9,295 = 0. 
l,öst man diese mit dem Rechenschieber auf, so findet man 
Jz=+109m, Jy=— 11,3 m 
und damit 
z= -+70709m, — + 4 333,7 m 
tı = 11,2 m, vy—=+64m, vb =+5,Dm, Yu == —— 3,9 m. 
Berechnet man zur Probe für die ganze Ausgleichung die ausgeglichenen Werte 
yeuwm+tv, weWw+tv, W us 


-r3 und 4 =u, 4 v, einerseits mit Hilfe der 
v-Werte und andererseits mit Hilfe der Koordinaten 7 und %, so findet man bis auf 0,1 m 
dieselben Werte. 


Für den mittleren Fehler « einer der vier gleich genauen Beobachtungen und die 
mittleren Koordinatenfehler «, und #, erhält man in der üblichen Weise 


u= -; 103m, w=- 380m, A, = rc 11,6 m. 


Ein Vergleich der bei der zeichnerischen Lösung gefundenen Werte für 2 und y 
und für die 


mittleren Fehler mit den rechnerisch sich ergebenden Werten zeigt die 
Brauchbarkeit der zeichnerischen Lösung. 


90 


!) Die Rechnung wurde mit Rücksicht auf die graphische Lösung mit der Rechenmaschine etwas 
genauer durchgeführt als notwendig. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Bemerkung über die Trapezregel. Die 
unter dem Namen Trapezregel bekannte Me 
thode zur angenäherten Interralberechnung ist 
nur dann ein brauchbares Instrument, wenn 
man eine bequeme Fehlerabschätzung zur Ver- 
fügung hat. In der Literatur, selbst in den 
ausgezeichneten Büchern von Runge-König 
und Willers, findet man Ausdrücke für das 
Korrektionsglied, die nicht über das hinaus 
sehen, was schon der alte Schlömilch in 
seinem Kompendium bot. 

Ich will hier auf einem sehr einfachen Wege 
eine bequemere Formel für das Korrektions 
slied herleiten, die ich jetzt immer in meinem 
Kurs über höhere Mathematik bringe und im 
mathematischen Praktikum anwenden lasse 

Den Ausgangspunkt bildet die Taylorsche 
Formel 


(0) =/ (1) + (02 — a) /' (a1) + 


rg 
H /( — u)f"’(W)duw .....d(), 
7 


die eine Brücke von f(x,), F(x,) zu f(x) 
schlägt aus den Werten der im Intervall 


%ı...% bekannten zweiten Ableitung f”. 

Die Grundformel (1) wird nun angewandt 
auf die Teilintervalle a...x und x...b eines 
Intervalles a...b. Dadurch erhalte ich 


Ad 
F(a)—=f(r) +(a—ı)f' (x) +/ (a— u) f' (u) du, 
r 
} 


b=f()+(b— r)f (rw) +/(b- u)!" (u) du. 
zT 


Aus diesen Gleichungen folgt durch Elimi- 
nation von f(x) 


b-x_ x— u 
I) = (a) + F (b) 
b-a — a 
Fo 
"(u-ab-»., 
| (u) du 
b-a 
a 
h 
(<—a)(b-w „,. 
_ f" (u) du. 
b 1 , 
i ( 
x 
Setzt man für a u X 
. e u—a)(b—x 
(ru) = . 
b-a 
für <u<spb dagegen 
(x«—-a'b-u) 
d(r,w= 


b—-a 

so lassen sich die beiden Integrale in ein ein- 
ziges zusammenziehen, und man erhält die 
Formel 


f(x it Erb 
zi, b-a ee 
b 
fi ER m .D 7 . WERE DE; ; 1 


Sie zeist,. wie der Funktionswert an der 
Stelle x durch die Randwerte f(a), f(b) be- 
einflußt wird Das Medium. das diese Ein 
wirkung überträgt, sind die über das Intervall 
t...b ausgebreilelen Werte der zweiten Ab- 
leitung f”. 

Die hier auftretende Funktion d (x, u) wird, 
wenn man nur a als variabel ansieht, durch 
eine eebrochene Linie dargestellt, wie Abb. 1 








Abh. 1. 


sie zeigt. Nach den obigen Angaben ist die 


Steigung links von x gleich Pr * rechts von 
—a 
x gleich _*”@ Die Differenz beider Steigun 
—aqa 

ven, also der Abfall an der Knickstelle, ist 
gleich 1. Diese Funktion d(r,u), die man 
treffend die Dachfunktion genannt hat, 
spielt bekanntlich in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen beim Randwertproblem 
eine Rolle. 

d(x,u) hängt in einfacher Weise mit der 
unktion r— u zusammen, die ebenfalls durch 
eine gebrochene Linie dargestellt wird (in Abb. 1 
punktiert). Man bestätist leicht, daß 


(x-a(b-u) 
! b-a 
„u-a)b-x) u. 2 (3) 


d (r, ua = 1/, 


b—a ” 


ist. Diese Darstellung der Dachfunktion lalt 
ihre Symmetrie in bezug auf x und z erkennen 

Wenn man in Formel (2) für d (x,u) den 
Ausdruck (3) einsetzt und bedenkt, daß nach 
der Grundformel (1) 


/% u)f’(Wdu=f(b) - /(a) (b—.a)f' (a), 


a -a)J" (u) du —/ a — u)/ "()du= 
’ ; 


f (a) — f(b) — (a— b) f’(b) 
ist, so erhält man aus (2) die neue Formel 
(a)='Nsi fl) +(r —a)f’ (a) +/(b) +4 

h 
+ (2b) 2’ (b)) + Yin f" (u) du (4). 


(k 
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Während wir aus 
kurvenordinale von der 


schied zwischen der 
arilhmetischen Mittel aus 
beiden Tangenten im Anfangs- 
des Kurvenbogens. 


Diese beiden wichlisen Formeln 


wußtsein eingedrungen. Man kann aus ihnen 
wertvolle Folgerungen ziehen 
Integriert man von x abis a bD, so er 
häll man aus (2) 
h 
! (a) + f(b 
[rodz b— ıı) /() 
’ 2 
’ 
(u-a)(b-u) ., _ 
. (u) du (5), 


“ 


dA 


weil, wie man aus der Abbildung ersieht. 


) h 


[teawdz (tunde-" 0 Zw 


/ u 
. 
dd 


a 
ist Man muß nur in der Abbildung x und x 
verlauschen 
\uf dieselbe Weise ergibt sich aus (4 
b 
‚()dre—=(b— AEAC +76) + 
ö 2 
a b-a’” .. 
4 ( ) (a — r'(b)} + 
4 
Mr 3 2 
a— a)’ + (u—b)’ 4 
L a) ) f'(u) du (6), 
ö 4 
weil 
h 
[ r— ud En > a)’ + (u b)' 
. 2 
A 


ist, wie man an der Abbildung sofort abliest 


Nun kommen wir zu einer wichtigen Anwen 
dung der Formeln (5) und (6). Wir betrachten 


ein Intervall A...B, das in gleich große Teil 
intervalle @...b zerlegt sei. Dann ist 


2(b—a) 


a+ıW_r7 


die Trapezsumme, die man zur 
Darstellung des Integrals 


B 
tr dx 
A 
benutzt, und 


s s/h._ „fe - /(b) es (b —a)’ 


-| a a Au di ni au 


angenäherten 


2 
—=-T+ h If (A) —f’(B)}, 
+ 
wobei wir b a=h yesetzt haben. A ist also 
die gemeinsame Länge der Teilintervalle 
Nun können wir auf Grund der Formeln 
und (6) sagen, daß 


.«) 
wi; 


(2) ersehen, wie die 
Sehnenordinate ab 
weicht, handelt es sich bei (4) um den Unter- 
Kurvenordinate und dem 
den Ordinaten der 
und Endpunkt 


sind noch 
zu wenig in das allgemeine mathematische Be- 
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RB J 
PL al e- B- = 
| aı)da=T—} (u a u), (u) du (7) 
n a 
ist und außerdem 
B 


” 


2 
lr@de=-r+" Iy'’ (4 f'(B)} + 


P2 f« — a)’ +(u—b)' 


r f'(u) du (8). 


u 
Wenn f’(xz) im ganzen Intervall ein festes 
Zeichen hat, so kann man aus (7) und (8) so- 
fort folsern, daß das Integral zwischen 
w.. 
T und T+ {f' (4) — f’ (B)} 
4 
lieut, und hat also. was für die 


Rechnung so 
bequem ist, zwei einschließende 


Näherungs- 


werte 
Dresden. (r. Kowalewski 82 
Zusatz.') 


Das für die praktische Integra- 
tion wichtigste Resultat der vorstehenden Be- 
merkung von Herrn Kowalewski ist in 
präziser Form ausgesprochen, das folgende: 
(regeben sind gewisse ÖOrdinatenwerte an n 
äquidistanten Abszissen A, A--h, A-+2h...., 
B, und zwar so, daß sich Kurven mit stetiger 
Tangente und einsinniger Krümmung hindurch- 
legen lassen. Das zwischen A und B 
ınene bestimmte Integral I über 
schaffene Kurve liegt dann nach 
walewski zwischen 

h’ | 
r [f(A)—f'(B]) (), 


wenn 7 wieder den Inhalt der durch die ge- 
sebenen n Punkte bestimmten Approximations- 
trapeze angibt und f’(A) und f’(B) die Tan- 
gentenrichtungen im Anfang und Ende der 
Kurve bedeuten. 


genom- 
eine so be- 
Ilerrn Ko- 


Tund T+ 


Die Formel (1) soll im folgenden auf elemen- 
larem weometrischen Wege 
schärft werden lÜs 
schen 


vewonnen und ver- 
eilt nämlich, daß I zwi 


9 
T und T+% [f’(4)—f'(B)) (2) 


lieg. Man sieht sofort, daß die Formel (2) 
nur für n=2, d.h. ein Trapez, bewiesen zu 
werden braucht, da sich bei Addition der For- 
meln für aneinandergrenzende gleich breite 
Trapeze die Ableitungen an den mittleren Punk- 
ten herausheben. Sicher verläuft die einsinnig 
gekrümmite Kurve mit den Tangentenrichtungen 


ab in a und be in ce (Abb. 1) im Dreieck 
abc, und dies ist die genaueste Fehlergrenze, 
die sich unter den eingangs erwähnten Voraus- 
setzungen für die Trapezregel angeben läßt. Es 


I) Hr. Dr. Iglisch hat durch den Herausgeber 
von der Mitteilung des Hrn. Kowalewski Kennt- 
nis erhalten. Der von ihm verfaßte Zusatz hat 
Hrn. Kowäalewski vorgelegen. 


Der Herausgeber. 
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handelt sich also nur darum, eine formelmäßig 
einfache Schranke für den Inhalt dieses Drei- 
ecks anzugeben 





| 
| 





Abb. 1. 


Das Dreieck aef hat als Differenz der bei 
den rechtwinkligen Dreiecke adf und ade 
af sei parallel der gegebenen Endtangente be 
vezogen — den Inhalt 


- Y'(B)—f'(4)]. 
Die Formel (2) wird daher bewiesen sein. 
wenn gezeigt wird, daß das Dreieck aef min 
destens viermal so groß ist wie das Dreieck 
abc. Das folgt aus folgendem Satz (Abb. 2 


p 
7 

CA b | I 

N I | 

! 1} 

m EEE EL 
f Ras a 

Abb. 2. 


Zieht man in einem Dreieck aef durch einen 
Punktc einer Seite zu einer der beiden anderen 
die Parallele und verbindet überdies diesen 
Punkt mit der Gegenecke, so ist der Inhalt des 
entstehenden kleinen Dreiecks abc höchstens 
1/, des Inhalts des Gesamtdreiecks. Man sieht 
sofort, daß das kleine Dreieck abc den maxi- 
malen Inhalt erreicht, wenn c die Dreiecksseite 
ef halbiert. Die Dreiecksinhalte verhalten sich 
(HH) H, 
H? 
nimmt sein Maximum für /,=Hj2 an. Liegi 
aber ce in der Mitte zwischen e und f, so ist 
das Verhältnis der Inhalte gerade 1/,. 

Aus Abb. 1 sieht man, daß für ein Trapez 
(n=—=2) Formel (2) sehr schlecht wird, wenn 
die beiden Tangentenrichtungen in A und D 
einen großen Winkel einschließen; in diesem 
Fall wird man andere Formeln verwenden. Die 
genaueste Lösung, die die eingangs formulierte 


nämlich wie und dieser Ausdruck 
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Fragestellung zuläßt, ist offenbar die, daß 
man den Inhalt der in Abb. 3 in der n=5 
gesetzt ist — schraffierten Dreiecke ausrechnet, 


etwa in folgender Weise: Dreieck aec hat den 


Inhalt "w — 243 --ys) und Dreieck bec den 


Inhalt (y, — 2 y3 — y>\ E 

2 
von be auf die Abszissenachse bedeutet. Be 
zeichnet y ohne Index die Ordinate des Punk 
tes b, so hat man 


wo u die Projektion 


h+u 
iu ei (ys — Yu) 
= i _ 
und y-y = } (yı — ya), 
1 
woraus 
y—-?2y +9 
(y — yı) — (y; y:) 
folgt; mithin wird der Inhalt des Dreiecks 
abe, wenn noch wie üblich 


u 


' ze 
" v1 Y,+1 Yın ; 
7} (3) 
I ur PR Ba 2y,+yYy,_ t 
veselzt wird, gleich 
5) 
h 2 J3 
) J3 1 1 I 
- J 1 - Aoı 
4 2 








in 


(RAnal3 7 zZ J Y 


Abb. 3. 


Die analoge Formel gilt auch für das Drei 
eck cfg, wenn man die bisher nicht defi 
nierte Größe y,= y; h.f’(B) setzt. Allge 
mein erhält man so als genaueste Inhallsformel, 
daß I zwischen 
h n 1 d 

m m 2 v 
und 7 211 — — 

u 7 5 ey ‘Pf 


IV 
< 


ee Ä 
—-T — 2 [Yn — Ya=1 — hf'(A)] 


2\2 
1 \J,) 


n = 
"7 


mi A 


. 3 . 2 
„+ "fa v 2 
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liest, wobei man noch zu setzen hat 


v=yı —h:f(A) I Fer 
Yntı =Ynth-f(BN er 

Diese Formel erfordert, 
twuftrelenden Nenner, 
beit als Formel (2), so daß 
ormel (2) als eine zweckmäßige 
sestelllten Aufgabe anzusehen hat. 
Um 


lıe Endtangente bei DB 


zu wählen, daß in Abb. 1. 
l.amelle betrachten können, 


den vierfachen Inhalt des 


Dreiecks aec hal 
das liefert 


h 
Yn-1 7 Yn-3 hf’(B = 
m | 
h 
— (YUn — 2 YUn=1 YUn=-3), 
> “ « « 
h?. h 
’(B)= [4 (yn — Yn-ı) — 3 (yn-ı Un=-2)1; 
be) n ’ 


demnach liegt I zwischen 


a u: ® Ä 
"und 7 : [4 (yan— Yn-ı) — 3 (Yn=ı — Yn= 3) — 


fi Un] 1 


2.5 
— hf’(A)l=7 [4 m 
Q 


r 3 Yn=2 - /ı f (4)] ° (6). 
\nalog erhält man durch Verlauschung von 
links und rechts die Schranken 


T und T- r Ikr'kB)+3 (y—y)— dpa —yı)l 


or Wr 
= 7 khfkD)+B3y —Tya+tyı) (6) 
m 


‘ 


und durch Einselzen des Werles 
von den Endtanvsenten 


für f PB) die 


\ 


unabhänsigen Schranken 


T und T h I (YUn — Ya=1 3 (Yn=-ı — Ya=:) + 
. +3 (y —y) -A4 (ya - Yı)l= 

= T s I Yn — 7 Yn-1 + 3 Yun-2 + 3 ya 
2 min 555 (7). 


| elzlere lassen sıeh 


[ormelmäßig zu den 
Schranken 


T uni T oh Iyn Yn=1) Ye —Yı)l (8) 
> 
vereinfachen, die 
die früheren. 
Diese Formeln lassen sich natürlich beliebig 
vermehren. Es sei hier nur noch bemerkt, 
daß sich die verschärfte Formel (2), wie mir 
llerr Kowalewski freundlicherweise brief- 
lich mitteilte, auch aus. den Formeln von 
Herrn Kowalewski ableiten läßt, wenn man 
die von ihm angegebene Inhaltsformel 


allerdings schlechter sind als 


} 


. 


D) 
Ddds=T+ (b s 


a h 


/’(a) — f'ıb)] 


E.. : yyn 
+ (u — a)? + (u — bet Y"(uW)du 
B:; 


I 
( 


unter Einführung eines Paramelers A so umlorm! 


besonders wesen der 
bedeutend mehr Rechen 
man auch die 
l.ösung der 


zu einer Formel zu gelangen, die z. B. 
nicht mehr enthält, 
braucht man nur in Formel (2) f(BD) so groß 
die wir als lelzle 
das Dreieck ae/ 


Ztschr. f. angew. 
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" 6-0? , 
-T+ua—n\ n V)—f()+ 


} 


1 ri j er 
+ z | (u — a)? + (u—b)?—A(b — a)?} f" (u)du. 


dl 


Diese Formel kann an die Stelle der vorigen 


treten, wenn die letzte geschweifte Klammer 
De .. a+b 
nichtnegativ ist. Diese nimmt für = 


u= 
2 
a): an, woraus 
= ergibt; das führt aber gerade auf 
die Formel (2). 


bln.-Zehlendorf. 


ihren Minimalwert (1, — X) (Db 
sich A sI1 3 


Rudolf Iglisch. 3a 


Bemerkungen zur Konstruktion des Mo- 
mentvektors für die graphische Behand- 
lung der Kinematik und Statik des Raumes. 

I. Einleitung. Der durch neuere For- 
schungsarbeiten erzielte Fortschritt in dem 
Ausbau und der Weiterentwicklung der gra- 
phischen Kinematik und Kinetostatik räumlicher 
Bewegungen ist im wesentlichen der Mayor!)- 
v. Misesschen?) Abbildungsmelhode zu ver- 
danken, welche den Anstoß zu den K. Feder- 
hoferschens) Entwicklungen gab, 


nachden 
bereits vorher die 


neue Methode in der gra- 
phischen Raumkraftstalik wertvolle Ergebnisse 
gezeitigt hatte. Insbesondere sind es die Dar 
stellung des räumlichen Vektors in der Abbil- 
dungsebene und die zeichnerische Ermittlung 
des Momentveklors, letztere nach dem 


von 
Rh. v. Mises angegebenen Verfahren für den 
Koordinalenanfangspunkt als Bezugspunkt, wel- 


che die Anwendungen auf die obigen Gebiete 
ermöglichten. Welche Bedeutung dabei den 
Konstruktionen für den Momentvektor zu- 
kommen, sei hier nur durch die Eulersche 
Drehbewegung v=["»r)] und 
benöligle Momentenbildung in 
der Geomelrie der Kräfte usw. gekennzeichnet. 

Eine Vereinfachung der konstruktiven Grund- 
lagen, vor allem in bezug auf die zeichnerische 
Auffindung des Momentveklors für beliebi- 
sen Bezugspunkt, wird dann auch zur Steige- 
rung der Uebersichllichkeit und 
größerer Anschaulichkeit beitragen. 

Die folgenden kurzen Entwicklungen haben 
einen doppelten Zweck. Sie wollen einerseils 
die Momentkonstruktion vereinfachen, die von 
h. Federhofer in zweimaliger Anwendung 
der v. Misesschen Lösung gegeben wurde, 
und andererseils einen Wes zu neuen Ver- 


Gleichung der 
durch die oft 


damil zu 


) B. Mayor, Statique graphique des systömes 


de l’espace, 1910. Introduction & la Statique. 
1926. 


) R. v. Mises, 


Graphische Statik räumlicher 
Systeme, Zeitschr. f. Mathematik und Physik 1916. 


3) K. Federhofer, a) Graphische Kinematik 
und Kinetostatik des starren räumlichen Systems. 


Verlag J. Springer, Wien 1928. 


— b) Ferner: 
Diese Zeitschr. Bd. 7 


7 (1927), S. 290, und Bd. 9 
(1929), S. 312, und Sitzungsber. d. Ak. d. Wiss. in 


Wien, Math. naturw. Kl. Abt. IIa, 138. Bd., 1929, 
Heft 1 und 2. 
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fahren weisen, die ohne die abbildungstheore- 
tischen Grundlagen auskommen und mehr auf 
rein darstellend- geomelrischen Anschauungen 
beruhen. 


2. Darstellend-geometrische Grund- 
lagen. Abb. 1 zeigt im Schrägbild den 


> 
Raumvektor 7 —= AB mit seinen Projektionen 
> 


> 
1’ — A'’B’ und %”— A”B” und einen Punkt 


Abh. 


| # 
I 
D J 
Ur 
L BEE z— Tr .— 
0 DD: MAr 0 
D<(D', D’) Es soll das Moment Wi» des 


Raumvektors ® bezüglich D auf bequeme 
Weise rechnerisch und zeichnerisch ermittelt 
werden. 

In der v. Misesschen Konstruktion wird 
der Spurpunkt gr des Vektors ® mit der Ab- 
bildungsebene V'xry des zugrunde gelegten 
Rechtssystems Oxyz benutzt, und zwar wenn 
0' (in dieser Ebene liegend) als Bezugspunkt 
gewählt wird. Will man in demselben Sinne 
bei Wahl eines beliebigen Bezugspunktes /) 
vorgehen, so muß der Durchstoßpunkt @Gp von 
B mit der Ebene £Dn ermittelt werden, die 
durch D parallel zur Grundrißebene zOy ge- 
legt wird. In der Abb. 1 ist die Konstruktion 


des Punktes @p zunächst im Schrägbild durch- 
geführt, das aber auch sofort die Auffindung 


der gesuchten, am besten gerichtet einzu- 
> 


- > 
führenden Abstände &&= DG: und rn = @: Gr 
aus dem Grundriß ermöglicht; denn es ist 
gemäß Abb. 1 


> — >» >» > 
Er = DG: = D.G,.=- D"G = D Gr: = D'K (1), 
und 

> > > —> > 


rv = 0:4 r = Gt: kE= G,E — 0.0: = KK (2). 

Betrachtet man die 3Dn-Ebene von oben 
her, also aus Richtunszr der Z-Achse, so hat 
man das in Abb, 2 enthaltene Bild mit Er 
als der neuen Grundrißebene und mit. dem 
Punkt E als Spurpunkt yr bzw. g’r von % in 
der EDn-Ebene. 
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Zusammenfassend wird also die konstruk- 
tive Ermittelung von &» und np in Abb. 2 
durch Ziehen von drei Linien ermöglicht. 


Man zieht D"E” parallel O'r bis @ auf 
pP”, zeichnet GlparallelzuO'’ybisEund 
legt durch D' zu O'x die Parallele D'E 


bzw. DE, welehe GE in Ätrifft Dann 


> > 
ist ’K—=En und KE=rn. 





P- - — 
( 
m — 
m un . nun .— _—— m 
Dr 7 Z 
P 
y 
a9 
Yız) | 
1 
7 ' 
| 
} 
Ä 
n 2 
- EIFf / 
1} nd ort 
en 4 f 
d 4 Ü 
! ] 2 
ns: 
la / 1A 2 
VW) Dr Yir Ur 


Abb. 2. 


3. Vereinfachung der Federhofer- 
schen Konstruktion. Nach K. Feder- 
hofer*) wird die Konstruktion des Moment- 
vektors auf eine zweimalige Anwendung 
der v. Misesschen Konstruktion zurückge- 
führt. Man setzt 


> 

Wn=[DUG%]= [re — rn, Pl=[rcet] rn] (8), 
worin Te und tn die von 0) aus gezogenen 
Vektoren nach den Punkten Ü und D be- 
deuten und C auf der Wirkungslinie von W 
liegt. Am einfachsten nimmt man für die 
spätere analytische Berechnung (Nr. 4) für 
den Punkt (€ den Punkt A und erhält 


> 
Wp=[DA, P]= [rar PV=lrıPi-[rpV] (3a). 


Nach Gl. (3) ist also Mn» die geometrische 
Differenz der Momente der in € und D an- 


+) Vergl. Fußnote 3. 
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getragenen Vektoren Y, beide Momente bezogen 
auf den Koovrdinatenanfangspunkt O, so daß 
nur das R. v, Misessche Verfahren zweimal 
anzuwenden ist und zu der folgenden Feder- 
hoferschen Konstruktion (Abb. 3) führt. 


Man ermittelt in Abb. 2 die Durchstoß- 


punkte gr und gn von ® durch A bzw. VW 
durch D mit der Grundrißebene O’zy und 
überträgt diese Punkte in die Abbildungsebene 


der Abb. 3. Hierauf konstruiert man das 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech, 


hierauf durch 0’ und P. zu O'yr bzw. epgr 
errichteten Senkrechten schneiden sich im ge- 
suchten Punkt J/p' und damit 


Wo’ = c.O'Mp in bekannter Weise Die 
durch er zu O'Mp' gezogene Parallele ist das 
Bild Wp*, das hier zur Grundrißkonstruktion 
allerdings nicht gebraucht wird. 

Ein Vergleich der Abb. 3 und 4 wird leicht 
die gewonnene Vereinfachung durch die neue 


bestimmen 








Abb. 3. 


Bild®) jP* von PB und seinen Antipol er be- 
züglich des Abbildungskreises k, zeichnet das 
Bild M»* des Momentvektors Wr, indem 
man die durch er gehende und zu 9n gr senk- 


rechte Gerade zieht. Dann zeichnet man nach 


> 

v. Mises O'Pa=%’ und legt durch P, zu 
ergrp die Senkrechte, welche das in 0’ zu 
O'gp errichtete Lot in M’, trifft. Schließlich 
schneidet die durch M’ı zu Ö'gn errichtete 
Senkrechte die durch 0’ zu Mpn* gelegte Par- 
allele im gesuchten Punkt Mp'. Damit ist 
Mn’ durch die Strecke 0’ Mp' veranschaulicht; 
der wahre Wert wird bekanntlich durch Mul- 
tiplikation mit der Abbildungskonstanten c 
erhalten. 


Nach des Verfassers Ueberlegungen wird 
O'Mp' folgendermaßen gefunden. Man er- 
mittelt in Abb. 2 


2 die Strecken &» und rn» 
bzw. gr, überträgt diesen Punkt nach Abb. 4 
und zeichnet %* und ep in bekannter Weise, 


> 
desgleichen nach R. v. Mises OP, =!%. Die 


°) Die Bezeichnungen ®* usw. sind in derselben 
Weise durchgeführt wie in des Verfassers Beitrag 


»Graph. Behandlung der technischen Dynamik« 


zu Auerbach-Hort, Handbuch der phys. und 
techn. Mechanik, Bd. II, Joh. Ambr. Barth, Leipzig 
1930. Vergl. auch R. Beyer, 
matik, 8. 405 ff 
zie 19831. 


Technische Kine- 
Verlag Joh. Ambr. Barth, Leip- 


Konstruktion erkennen lassen, 


In Abb. 5 und 6 ist noch die folgende Auf- 
gabe) gelöst: Gegeben sei ein Vektor PB und 


Sm 
Q 


005 


‚fo 


Sr 





Abb. 4. 


ferner die dazugehörigen Bilder ®* und W»* 
Mp* geht durch er von %*). Es ist die Lage 
des Vektors ® im Raume durch Angabe des 
Spurpunktes gr bzw. gp zu bestimmen. 

Man verbindet J/2' mit P,, fällt von ep auf 
Ip’ Pa das Lot, welches von dem in 0' zu 


0’ Mp' errichteten Lot in gp geschnitten wird. 
> > 


Dann macht man in Abb. 5 D’gr= O'gr, be- 
stimmt @ in bekannter Weise, zieht ®’ und 
Y’ durch gr bzw. @ und findet damit den ge- 
suchten Durchstoßpunkt gr. Die räumliche 
Lage von % ist jedoch bereits durch Angabe 
von gr und @ bestimmt, weshalb sich hier die 
Konstruktion von gr erübrigen würde. 

4. 


Analytische Betrachtungen. Nach 





—-> 

Gl. (3a) und Abb. 2 ergeben sich mit z4ı=0'A,, 
-——> — - > 

YA = Az d A ZA =— A: a”, sowie TD = 0' D., 


> 

D" in bekannter Weise 
für die Komponenten des Momentvektors WM 
die folgenden Gleichungen: 

Ip = Mn: = (ya— yon) Z- (24 — 2) Y (4a), 
Mn == Mpy == (24 ii 2p) Ri in (14 — Sp) Z (4 b), 


N) = Mo. = (rı —ıaın) Y - (ya — yn) X (4e). 


Ö\ 


) 


K. Federhofer, Graphische Kinematik und 
Kinetostatik des starren räumlichen Systems. 8.9, 
Verlag J. Springer. 


Wien 1923. 


9, sein Moment VI bezüglich des Drehpunktes 7), 
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Die Gleichungen der Wirkungslinie „» von 
BB durch A lauten ferner 


y-u-y@-z  \ 
Z 


und 6 1=y (.—2)..: ic 
und liefern für den Durchstoßpunkt gr von 
B mit der &n-Ebene durch Einsetzen von 


z = 2n die Koordinaten 


s=n+ zen - 24) :. » . (68), 
- Y 

y=yı+t „(oo —2) ... (6b), 
Z 

De ac ae (6c) 

















Abb. 5. 


Werden die Koordinaten x, y, z von yr im 
En&-System mit &n, rn» und &n bezeichnet, so 
folgt aus Gl. (6a, b,e) unter Beachtung von 


h,=ı—-n, IVii=y—-ym, b=-o— m» = 0 


und entsprechender Umfuormung 


en, = zZ = 7 (7a), 
 _-w)Z—(esı-z)Y Mo: | 
=> zZ = 7 (. 


Schließlich erhält man aus Gl. (5a) für den 
Schnittpunkt J von ®’ mit der zur O'y- Achse 


gezogenen Parallelen x = rn die Ordinate 
ys = D.J zu 


ys = ya + (rp — ı, 


X 


. 
und daraus für n»= D’'’J=yr — yo die wich- 
tige Beziehung 


ER (xı— xı)Y-— (y4 — yo) X er Mn: 
2 X u 

Das Gleichungssystem (7a, b, c) ergibt also 
für die Komponenten des Momentvektors die 
folgende Darstellung 


_ 


ie). 














Ei... (8a), 
My —EDZ..... (8b), 
M.=—naX..... (8), 








die an Einfachheit im Aufbau nichts zu 
wünschen übrig läßt. 
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Sie zeigt in der Art der Darstellung eine 
Aehnlichkeit mit einem speziellen Gedanken- 
gang, der>von R. Mehmke für die Moment- 
darstellung mit dem Koordinatenanfangspunkt 
O als Bezugspunkt entwickelt wurde, insbe- 
sondere für die Größe n seiner Abhandlung’). 
Die obigen Gleichungen enthalten die Mehm- 
kesche Darstellung (Gl. (2) seiner Arbeit) als 
Spezialfall, wenn D nach dem Koordinaten- 
anfangspunkt rückt, gehen aber sonst in dem 
neuen und einfachen Konstruktionsverfahren 
der Größen &o, nn, np und in der allgemeineren 











Abb. 6. 


Formulierung der Aufgabe darüber hinaus. 


5. Graphische Darstellung der ana- 
Iytischen Formeln. Zur zeichnerischen 
Auswertung der Gl. (8a,b,c) setzt man am 
besten 
Mo: = prc, Mo, = uc6, Mu = wc (9a,b,ce), 
worin c eine beliebig wählbare, positive 
Strecke, bei der Mayor-v. Misesschen Ab- 


bildung die Abbildungskonstante c bedeutet, 
und‘erhält nach den Gl. (8a,b, c) die Be- 


ziehungen neun ...... (10a), 
vy,c=— Er Z/7 Bee (10b), 
wce=—npÄ..... (10). 


Diese lassen Ohne weiteres die Konstruier- 
barkeit der gerichteten Strecken 4;, u, und 
als vierte Proportionalen erkennen. Für die 
praktische Ausführung wird man jedoch am 
besten die Gl. (10a,b) zusammenfassen und 
zeichnerisch folgendermaßen vorgehen: 

Aus den{Gl. (10a, b),bzw. (8a, b) folgt 
Ver + a: c= Ynp® + ER: Z bzw. 
VERA =- Vi HHZ 

oder unter Beachtung von 
Vr.* +’ =-Dogor=D'E=0'E=o9 
(Abb. 2 und 4) und No? + Mo} = My 
“"c=oZ bzw Wv"=oZ.. (l11a,b). 





") R. Mehmke, Neue Konstruktionen der räum- 
lichen grapbischen Statik, Ing.-Archiv 1929, Bd. I, 
S. 110”ff., insbesondere GI. (2). 
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Da ferner u’ bzw. Win’ auf O'E senkrecht 
stehen muß, so sind alle Voraussetzungen zum 
Verständnis der Abb. 7 erfüllt, in der die 
zeichnerische Ermittelung von u’, a” bzw. Mp), 
‘Mn’ durch Ziehen entsprechender Parallelen, 
also mittels ähnlicher Dreiecke durchgeführt 
worden ist. Dabei ist es zweckmäßig, !=ygr 
so einzuzeichnen, daß o= 0’ FE gleich um 90° 
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Kinübung die 


gedreht erscheint und 
u bzw. Mp' sofort ergibt. 


Man macht !"Q = 0'8S 


die Parallele, welche 0'F 


>» 
wodureh 0 Jn' u“ bzw. Win gefunden ist. 
Zeiehnet man ferner RO!’ = nn, 0" T=X, so 


trifft die durch R zu 57 grzozene Parallele 


die Gerade O0'y in U und bestimmt somit 
.- 


"U= u. bzw. Wpn:.. Durch U ist auch Mp" 
-» 

und damit 0’ Mn" = u" bzw. Mn” auffindbar, 

wie die Abb. 7 erkennen ]Jäßt. 


7 2} 
! 





Abb. 7. 


Beim Entwurf des Momentenplanes der 
Abb. 7 sind selbstverständlich die Vorzeichen 
der Größen En, rn, nn und X, Y, Z zu be- 
achten, wenn man die Vektoren u, a" bzw. 
to’, Win” gleich mit dem richtigen Richtungs- 
sinn in der Abbildung erhalten will. Dabei 
dienen die Gl. (8a,b,c) zur Kontrolle der 
Vorzeichen von Win, Mn, Mz., die man leicht 
ablesen kann. So ist beispielsweise für das 
Rechtssystem der Abb. 2 Z negativ. &n positiv, 
also Mn, positiv; dagegen ist Mn. negativ, 
weil nn» positiv und / negativ ist usw. Man 
kann eventuell auch auf die graphische Er- 
mittelung gemäß Abb. 7 verzichten und die 
Komponenten durch Abstechen der betrefien- 
den Strecken und durch einige Rechenschieber- 
einstellungen in einem gewünschten Maßstab 
auftragen. Für den Anfänger werden beide 
Verfahren zur Kontrolle erwünscht sein, um 
das Antragen der Größen im entsprechenden 
Richtungssinn klar zu erfassen und so die er 


forderliche Sicherheit zu erhalten. 


In diesem Sinne sei dem Leser zur weiteren 


Ermittelung des Moment- 


vektors an Hand der Abb. 8 überlassen, welche 
nur die notwendigsten Linien aufweist 


und 


somit die Richtung von 


z.: ()’ U’ = FA VeT- 
bindet % mit (% und zieht durch W zu WR 


o in Ip trifft, 





Ztschr. f. angew. 
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damit ein Bild von der Einfachheit des Ver- 
fahrens gibt. 
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Abh. 8. 
6. Ausblick. Die in Nr. 2 bis 5 ent- 


wickelten Verein'fachungen und Konstruktionen 
beruhen auf einfachen mathematischen Be- 
trachtungen unter Hinzunahme elementarer 
Grundlagen der darstellenden Geometrie. Die 
betreffenden Hilfslinien lassen sich zum großen 
Teil leicht auf dem Reißbrett ziehen, da viele 
von ihnen parallel oder "senkrecht zur Pro- 
jektionsachse verlaufen. ” Die analytischen 
Formeln der Gl. (8a,b,c) erlauben dabei 
leichte Kontrollmöglichkeiten, sowohl nach 
der Größe, als auch nach dem Richtungssinn. 
Die Federhofersche Konstruktion des Mo- 
mentvektors für beliebigen Bezugspunkt 
wurde nebenbei auf eine einmalige Anwendung 
des v. Misesschen Verfahrens zurückgeführt 
und wird so zur Vereinfachung gewisser 
Konstruktionen der Federhoferschen !gra- 
phischen Behandlung kinematischer und kine- 
tostatischer Aufgaben dienen und auch in der 
Raumkraftstatik Verwendung finden können. 
Schließlich dürfte die neue:Ermittlung des 
Momentvektors eines der Hindernisse aus 
dem Wege reräumt haben, die”sich einer Be- 
handlung der graphischen Kinematik und 
Kinetostatik auf rein darstellend-geometrischer 
Weise in den Weg'stellten und zum Teil noch 
stellen. Ueber weitere Beziehungen (analog 
Gl. 8), Kontrollen und, Vereinfachungsmöglich- 
keiten (Abb. 7) soll demnächst in einem Bei- 


trag zur räumlichen Kinematik berichtet 
werden. 


Zwickau. Rudolf Beyer. 107 


Erweiterung eines Satzes von Routh auf 
kontinuierliche Systeme. Die Resolvente 
inearer Integralgleichungen kann bekanntlich 


in der angewandten Mathematik betrachtet 
werden ais die Reaktion eines linearen Sy- 
stems, einer punktförmig angreifenden Kraft 
oegenüber. Dies gilt auch. noch. wenn man 
von einer Integralgleichung zu einer »Sum- 


inengleichung 
lich vielen 


d.h. zu einem System mit end- 
Freiheitsgraden übergeht. Wir 
trachten insbesondere 


be- 

















Band 10, Heft 6 


(As j. } B 1) X} + (Ayy + Jh Bıa 23 + 
e H- oo. 5. ( 4A, n == J B, nr In = U, 
(1 


Anı +4 Ba) Xı + (Ant 4 Bn2) 9 Zu \ 

+.., (Ann 4 Ban) In = 0 

Setzt man X ©2, so stehen hier die Glei 

chungen eines linearen Systems, dessen Koor- 

dinate 1 mil einer periodischen Kraft der 

Kreisfrequenz ® und der Amplitude y, an 
setrieben wird. Es ist 

Jı, A) 


2 > ı/ De 


A()) e 

wobei A die Koelfizientendeterminanle von (1 
darstellt und A,, entsteht aus A durch Strei- 
chen der ersten Zeile und ersten Spalte. Setzt 
man von den Tensoren der A,, und D;, voraus 
daß sie zu positiv definiten quadratischen 
lormen gehören, so lautet ein bekannter Satz 
von Routlht!): Die WerteX\, Tür welche 
A,, verschwindel, liegen zwischen 
den A-Werten, für die A verschwin- 

det. Anders gesagt, die Nullstellen von A,,/A 

rennen die Pole. 

Diesen Satz werde ich auf unendlich viele 
reiheitsgrade n (kontinuierliche Systeme) sinn- 
semäß erweitern. 

Hierzu betrachte ich eine Funktion F(X) 
folgender Art: 

a) F ist eindeutig und meromorph für alle 

endliche X: 

b) F ist nur reell für reelles X 

Ueber diese Funktion beweise ich nachein- 
ander die folsenden Sätze: 

Il. Alle Pole und alle Nullstellen von F sind 

reell. 

2. Alle Pole und alle Nullstellen von F sind 

einfach. 

3. Zwischen zwei benachbarten Polen von 
liest eine und nur eine Nullstelle; zwi- 
schen zwei benachbarlen Nullstellen liest 
ein und nur ein Pol. 

Der Beweis findet am einfachsten funktionen 
Iheorelisch statt mit Ililfe der bekannten For 
nel für die Differenz der Anzahl von Polen 
und Nullstellen einer meromorphen Funktion 
innerhalb einer geschlossenen Kontur 2). 

Ich brauche jetzt nur zu zeigen, daß A,,/A 
den Bedingunsen a) und b) genügt, wonach 
der Satz 3. unmittelbar den Satz von Routh 
ergibt. Daß A,,/A der Bedingung a) genügt, 
ist evident. Daß A,,/A der Bedingung b) ge- 
nügt, ergibt sich aus der Partialbruchzerlesung 


h_yx _« 
 —— q nn) 
d i — 1 Bi u 2 


wo 4,3 pos. reelle Größen sind, und X, die Wur- 
zeln von A 

Weiter betrachte ich die lineare Integral- 
sleichung 


u()= fa) +A/Kad)u@)dt. (3). 


I) Advanced rigid Dynamies 6th Ed. 1905, p. 57. 
®) Zum Beispiel: Hurwitz-Courant, Frnk- 
tionentheorie, 3. Aufl., S. 105. 
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Sie darf beliebig viele unabhängige Va 


riable haben. Vom Kern ÄK setzen wir zu 
nächst voraus, daß er pos. definit, symmetrisch 
und beschränkt ist ):e Resolvente T(x 


von (3) ergibt als Lösung 
u(2z) =f(a) +A/T(laEWf(dE, 
Für 7 gilt unter unseren Vorausselzungen 
die Formel: 
wo e 
7/7 » x y' ui (X u \S) \ 
”’(zss\)= 2 . ER: 
ini ih. 


mit z und 4 bzw. die Eisenfunktionen und 


Kigenwerle von (3) 
Setzt man X -, d.h. sucht man die Re 


aktion des Systems im Kraftangriffs- 
punkt, so beweist man aus (4) leicht, dab 


P”’(xxX\) der Bedingung b) genügt. Unser 
Salz (3) ist demnach für 7’ (rxA) die sinn 
semäße  Verallgemeinerung des Salzes von 


Routh. 

Läßt man, wie für viele praktische Pro 
bleme notwendig (z. B. Membran oder elektro- 
masnetischer Hohlraum), die Bedingung Talleı, 
daß K von (3) beschränkt ist (aber immer 
noch integrierbar!),. so geht (14) über in 


es 2 
P’(cal)=K(rs)+)J) 3 u (&) = K+-M. 
i=1% (uk —4) 

Jetzt beweist man leicht, daß M den Be- 
dingungen a) und b) genügt womit der 
Routhsche Satz auch auf diese Svsieme er- 
weitert ist. 

Für eine ausführliche Darstellung verweise 
ich nach einem im »Nieuw Archief voor Wis: 
kunde« erscheinenden Aulsatz Die Nullstellen 
der Resolvente linearer Intesralgleichunsen 

Eindhoven, Mai 1930. 

Natuurkundisg Laboralorium der 
N.V. Philips’ Gloeilampenfabriek« n 
M. d. OÖ, Struit. 8 


Nomogramm der allgemeinen Gleichung 
dritten Grades. Für die Gleichung dritten 
Grades sind mehrere Nomogramme aufgestellt 
worden. In der Zeitschrift für ange 
wandte Mathematik und Mechanik 
z.B. ist diese Frage des Öfteren erörtert woı 
den. Meistens sind diese Nomogramme mit 
Hilfe von Kurvenscharen konstruiert, da aber 
das Ablesen bei solchen Rechentafeln durch die 
vieien Kurven sehr erschwert ist, sind die- 
selben nicht sehr praklisch. Das idealste wäre, 
wenn man eine Fluchtlinientafel für die Glei- 
chung dritten Grades aufstellen könnte, das ist 
aber nicht möglich, man muß sich begnügen, 
so nah wie möglich an so eine Rechentafel 
form zu gelangen. 

Konorski!) hat in seinem Buche einen 
solchen Weg gezeigt, es ist dort ein Nomo- 
gramm für die Gleichung dritten Grades kon- 
siruiert, bei dem je zwei Punkte auf einer Ge- 
raden sein müssen, um zur Lösung der Glei- 
chung zu führen. 

) Konorski, Die Grundlagen der Nomo 
graphie, Berlin 1923, S. 70. 
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Bei der zitierten Rechentafel wirkt störend 
daß die Lösung -— 1 (wobei p der Koeffi- 
zient von x? in der allgemeinen Gleichung ist) 
im Unendlichen zu suchen ist und daß mit 
Hilfe von Parallelen operiert werden muß. 

Ich möchte deshalb eine andere Art zeigen, 
wie man eine einfache Rechentafel für die 
Gleichung dritten Grades konstruieren kann. 

Es sei die Gleichung 


P+aRt +bt+c—0. 











Determinante (6) kann 
transformiert 
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auf folgende 


werden: 
I (u-+ ı) lu 
ke?+hbhurlhb be+lhu+tl, 
0 — 1, ab =(0 (M). 
c 
p 
1 1 
c 























..4) Wenn wir für ,=2 und L 1 setzen, wer- 
gegeben. wir erhalten: 
Wir substituieren (u +1) gu? 
c P 
deu Su ”+2u+2 @+2u+?2 
. ’) 
dadurch erhalten wir 0 Br ab = 0 . (ik 
ab b’ b’ c 
ud + “"+-—u+ —=(0.. (2). p 
c c c’ 1 = 
Wir wollen ca 
|, ab RE RE, EUR (3), demnach die Kurve 
c 
13 2 (a + 1) er 2 u? 
ymh-, (4) W+2u+2' °" W+2u+r2 
ce? 
selzen. zu konstruieren. Wenn wir die Punkte 
Es wird demnach Yab b3 
u? 3 —— m I nz 
z + —y=—u ...e(b). c ° 
ı Ih ‚ ; mit Hilfe einer Geraden verbinden, so muß 
Wegen (3), (4) und (5) haben wir der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Kurve 
I u+i1 a die Lösungen u,, us und us geben. 
au z ” Die Lösungen #,, f und f; sind dann 
| a b c C c 
3 oh = . (6). h=- u, b=- u = u3. 
| ri (6) N . here um 
v 1 ] b’ Wenn bei einer solchen Auflösung eine Re- 
| '& chenmaschine oder ein Rechenschieber zur Be- 
| 120 
| 5 im 
130 30 
+25 
Pr 
175 Eh 
ar 
170 . +70 
| u 
15 
7 09-08 -97 -06 -05 -9# -03 -92 -07 |\o 97 02 094 Ib 
at ER ge 72 £ 25 + DREI ; nee = — — . -05-04-03-Q 0 zZ 
75 „#_D 07M, 08 0 06 "05 
ss _ 
73 A, 2 
L ‚ -0 -70 
» ic 
4 Po: l-7 
IM pr 
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4 20 
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"49 














Band 10, Heft 5 
Dezember 1930 


rechnung der Werte 2ab und bei der Hand 
c c 

ist, kann die Auflösung keine weiteren Schwie 

rigkeiten bereiten. 

Wenn c gleich Null ist, kann man zwar mil 
dieser Rechentafel keine Lösung finden, daß 
ist aber auch unnötig, da sich in einem sol 
chen Falle die Gleichung dritten Grades auf 
eine Gleichung zweiten Grades reduzieren läßt 

Die Abbildung zeigt diese Rechentafel. Fs 
wurde darin die Auflösung der Gleichung 

B--252?— 71—4=0 
wiedergegeben. 

Durch Verbindung der Punkte A (0, — 8.75) 
und B(1,21.44) erhalten wir 


mn =—7, us = —0,875 und u; = 3,5 
und daraus 
ı, = —4, bk=—O5 und L=2. 
Zagreb. Vladimir Vranid 130 


Bestimmung der Tangente an eine ge- 
gebene, Kurve in einem gegebenen Punkt. 
Bekanntlich ist die graphische Differentiation 
einer gegebenen Kurve praktisch nicht ganz 
leicht. Meist begnüst man sich hierbei die- 
jenigen Werte der Funktion zu bestimmen, die 
einen verlangten Differentialquotienten haben. 
Durch Interpolation wird dann natürlich auch 
der Differentialquotient an einer vorgeschrie- 
benen Stelle gefunden. 

Aber auch für die direkte Lösung, die gra- 
phisch in der Bestimmung der Tangente in 
einem gegebenen Punkt der gegebenen Kurve 
besteht, gibt es Möglichkeiten. Ein brauch- 
barer Weg sei hier beschrieben. 

Man bestimmt in der Nähe des zu unter- 
suchenden Punktes 0 einige weitere Punkte 
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i=1,2,3... und 1’, 2°, 3..., deren Sehnen- 
abstände vom benachbarten gleich sind (vgl 
Abb. 1) und verbindet die korrespondierenden 


&ı 
e 
S, 
Ni 
| 


SS 
u \ 


| 





Abb. 1. 


Punkte durch Gerade. In einiger Entfernung 
zieht man eine Hilfsgerade von ungefähr senk- 
rechter Richtung zur gesuchten Tangentenrich- 
tung, und trägt nun von dieser Hilfsgeraden 
aus auf den schon bestimmten Sekanten 
Strecken von gesetzmäßisg zunehmender Länge 
auf. Als Gesetz dieser Zunahme ist es meist 
zweckmäßig ein parabolisches zu wählen, also 
2=1,4,9.... (Abb.1). Durch Verbindung 
der Endpunkte durch eine glatte Kurve und 
deren entsprechende Verlängerung findet man 
auf der Hilfsgeraden einen Punkt, der mit dem 
gebenen Punkte verbunden die gesuchte Tan- 
sente liefert. 

Der Vorteil dieses Verfahrens sind die guten 
Schnittpunkte, die man erhält und der sehr ge- 
streckte Verlauf der bis zum Schnitt mit den 
Hilfsgeraden zu extrapolierenden Kurve, den 
man bei geschickter Anordnung der ITilfs- 
seraden bekommt. 


Charlottenburg. l’. Weinig. % 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Dr. PHILIPP FRANK, o. Professor an der 
Deutschen | Universität in Prag, und Dr. 
RICHARD v. MISES,”o. Professor an der Uni- 
versität Berlin. Die Differential- und 
Integralgleichungen der Mechanik 
und Physik. Baud I Mathematischer Teil. 
2. vermehrte Auflage zugleich 8. Auflage von 
Riemann-Webers Partiellen Differentialgleichun- 
gen der mathematischen Physik. Verlag Friedr 
Vieweg, Braunschweig 1930. XXIII -1- 916S. 
Preis geh. 57 M, geb. 62 M. 

Der erste Band der »Differential- und Inte- 
gral-Gleichungen der Mechanik und Physik« 
liegt nun bereits in zweiter Auflage vor. 
Diese Tatsache allein beweist, daß die Hoff- 
nungen, die man bei der Wiedergeburt des 
»Riemann-Weber« an dieses Buch geknüpft hat, 
sich erfüllt haben. Die Bedeutung dieses ersten 
Bandes geht über seinen primären Zweck, 
das mathematische Rüstzeug für den zweiten, 
physikalischen Teil zu liefern, weit hinaus; als 
mathematisches Lehrbuch an sich ist er aus 


der diesbezüglichen Literatur nicht mehr fort- 
zudenken. 

Eine ausführliche Besprechung erübrigt sich 
(siehe das Referat zur ersten Auflage, diese 
Zeitschrift, Bd. 5, 1925, S. 523), doch seien 
die Erweiterungen erwähnt, durch die die 
zweite Auflage sich von der ersten unler- 


scheidet. Einige Abschnitte sind neu hinzu- 
gekommen (Lineare Transformationsgruppen, 


Singuläre Integralgleichungen), andere erwei- 
tert (Elliptische Funktionen, IIyperbolische Dif- 
ferentialgleichunxxn). Die Variationsrechnung 
ist teilweise umgearbeitel und um wichtige Ab- 
schnitte bereichert worden. Die Randwert- und 
Anfangswert-Probleme der partiellen Differen- 
tialgleichungen haben unter Benutzung neuerer 
Forschungsergebnisse eine neue Darstellung er- 
fahren. — Auch abgesehen von diesen größeren 
Aenderungen findet man in verschiedenen Ab- 
schnitten Ergänzungen, durch die der gebotene 
Stoff in willkommener Weise abgerundet bzw. 
die sehr gedrängte Darstellung der ersten Auf 
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lage elwas aufgelockert wird Kine Erweile 


rınz des Umfanses hat man nalursemäß in 
Kauf nehmen müssen 


Der Herausgeber und seine Mitarbeiter kön 
nen ob der Sorgfalt, die sie der Vervollkomm 
nung des Buches gewidmet haben. der An 
erkennung der Leser sicher sein Deszleichen 
der Verlag für die wie immer tadellose 
\usstattung 


Dresden K“. Trefftz 119 


LUDWIG BIEBERBACH, o. ö. Professor der 
\athematik an der Friedrich-Wilhelms-Univer 
sität in Berlin, Mitglied der Preußischen Aka 
ddemie der Wissenschaften Theorie der 
Differentialgleichungen Vorlesungen 
ııs dem Gesamtgebiet der sewöhnlichen und 
der partiellen Differentialgleichungen Dritte 
nenbearbeitete Auflage. Mit 22 Abb. Die Grund: 
lehren der Mathemalischen Wissenschaflen in 
Kınzeldarstellungen mit besonderer Berücksich 
tirung der Anwendungsgebiete Bd. VI. Ver 
lag Springer, Berlin 1930. XIII 398 S. Preis 
91 M. geb. 2280 M 


Die erste Auflase dieses Buches ist in dieser 
Zeitschrift in Bd. IV, 1924. S. 355—356 aus 


führlich besprochen worden Die zweite Auf- 
lage wurde kurz in Bd. VI, 1926. S. 505 cha 
rakterisiert Die neue dritte Auflage stellt 
wiederum eine nicht unwesentliche Erweite 
rung und Verbesserune dar. \bsesehen von 


kleineren Dingen seien besonders hervorgse 


hoben Fin neues drittes Kapitel ım ersten Ab 


chnitlt über die I. iesche Theorie der sewöhn- 
lichen Differentialgleichungen, eine Nummer 
über den Poincareschen Wiederkehrsatz in 
s$S4 des vierten Kapitels Wesentlich umge 
ırbeitet und vervollkommmnet ist das Kapitel III 
im zweilen Abschnitt über die sewöhnlichen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnuns im 
reellen Gebiet, insbesondere die Randwertauf 


sabe mit dem Entwicklungssatz. Das vierte 
Kapitel: Lineare Differentialgleichungen zwei 
ter Ordnung im komplexen Gebiet hat zwei 


neue Paragraphen erhalten: $ 10 Asvmptolti 
sche Integration, 8 11 Integration durch be 
stimmte Integrale. Auch die beiden letzten Ab- 
schnitte über partielle Differentialgleichungen 
haben Erweiterungen erfahren und nach An 
sicht des Referenten an Durchsichtiskeit 


vonnen. Das 


Us 
sılt für das sanze Buch. Schon 
die stärkere äußere Zusammenfassung und 
Gliederung durch Finteilung der Paragraphen 
ı Nummern erleichtert die Uebersicht Das 
Erscheinen der dritten Auflage des keineswegs 
serade leichten Buches innerhalb von sieben 
Jahren zeist, daß es auch in der weiteren ma 
thematischen Lesewelt den verdienten Anklane 
sefunden hat Is gsıbt aber auch wohl kaum 
ein anderes L.ehrbuch der Theorie der Diffe 


rentialeleichunsen. das unter Wahruns des 


Charakiers eines Lehrbuches soweit in die 


wichtigsten modernen Untersuchunsen ein- 
führt wie dieses, ohne einseitig zu sein 


erlin (1. llamel 129 





AUREL WINTNER, Spektraltheorie der 


unendlichen Matrizen Kınführung in 
den analytischen Apparat der Quantenmechanik. 
Mit einer Einleitung von Leon Lichten 
stein, 0.6. Professor der Mathematik an 
der Universität Leipzig. Verlag S. Hirzel, Leip 
zig 1929. XI] 280 S. 


Das Buch behandelt die rein mathematische 
Seite der im Mittelpunkt der neuesten Quanten- 
physik stehenden Eigenwertprobleme. Für den 
Physiker wird vielleicht die Darstellungsweise 
manchmal zu abstrakt sein und die Frage 
stellung, wie sie der Verf. in den Vordergrund 
stellt, nicht immer von Interesse Allein der 
Mathemaliker, auf den die überaus frucht 
baren Zusammenhänge zwischen algebraischen 
und analytischen Problemen, Gedankengänge 
die sich nirgends so schön auswirken wie in 
der Eigenwerttheorie. stels einen besonderen 
Reiz ausüben müssen, wird in dem vorliegen 
den Buch eine ganz ausgezeichnete übersicht 
liche Zusammenstellung finden, die ihm den 
/usang zu den bisher an vielen Stellen ver 
streuten Resullaten erleichtert. Auch muß her- 
vorgehoben werden, daß der Verf. selbst großen 
\nteil an der Ausgestaltung der Theorie besitzt. 
die er in reizvoller, den Kenner fesselnden 
Form darzulegen weiß Mises. 131 


; Dr.-Ing. R. BIEL, Die wirtschaftlich 
sünstigsten Rohrweiten Ihre Bestim 
mung für die Fortleitung von Wasser, Wasser 
dampf und Gas. Mit 12 Abb. und 14 Zahlen 
tafeln im Text und 7 Kurventafeln im Anhang 
Verlag R. Oldenbourg, München und Berlin 
1930. 758. Preis seh. 12M. 


Die Veröffentlichung umfaßt im wesentlichen 
sieben Kurventafeln (Nomogramıne), die zur 
Berechnung wirtschaftlich zünstiser Rohrlei- 
tungen dienen sollen. Das Widerstandsgesetz, 
ddas dabei zugrunde gelest wird, läuft darauf 
hinaus, daß der Widerstands-Koeffizient der 
achten Potenz der relativen Rauhiskeit direkt 
und der achten Potenz der Reynoldsschen 
Zahl umgekehrt proportional gesetzt wird 
Innerhalb gewisser mittlerer Grenzen siellt dies 
eine brauchbare Annäherung an die durch 
Beobachtungen festgestellte Geselzmäßizskeit dar 
\llein die Abweichungen, die noch in prak- 
tisch vorkommenden Fällen auftreten können 
sehen bis zu 30 und sogar 50 vH. Es ist nicht 
recht einzusehen, warum es das »wirlschaft- 
lich günstigstex sein soll, längst vorhandene 
senauere DBeobachtungsergebnisse über den 
Widerstandsverlauf nicht auszunutzen. zumal 
dies bei Verwendung von Nomogrammen un- 
sefähr mit der gleichen Mühe geschehen könnte 
Dies ist doch gerade der Hauptvorzug der 
nomographischen Darstelling, daß sie _ ge- 
stattet, auch komplizierlere Formeln zu ver- 
werten, ohne daß der Benutzer in der Praxis 
ein erheblich höheres Maß an Rechenarbeit 
oder an Aufmerksamkeit aufwenden müßte als 


hei vewaltsam vereinfachten. sosen. Faust- 
[ormeln Mises. 131 
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Dr.-Ing. ERNST LEHR, Oberingenieur in 


Darmstadt. Schwingungstechnik. Ein 
Hlandbuch für Ingenieure. Erster Band: Grund 
lagen. Die Eigenschwingungen eingliedriger 
Systeme. Mit 187 Textabbildungen. Verlag 


Springer, Berlin 1930. XXIIl 295 S. Preis 
24 M, geb. 25,50 M. | 

Das lebhafte Interesse, das die ausübende 
lechnik in letzter Zeit an Schwingungsfragen 
nimmt, hat wohl den Plan des umfassenden 
Handbuchs, dessen erster Band hier vorliegt. 


hervorgerufen. Dieser ist dem etwas engen 
Gebiet der freien, gedämpften und unge 


dämpften, Schwingungen mit einem Frei 
heitsgrad gewidmet. Den hauptsächlichsten In 
halt des Buches bildet die Beschreibung von 
mehr oder weniger komplizierten Anordnun 
sen, sowohl mechanischer wie elektrischer 
Natur, die bei genügend weitgehender Verein 
fachung (um nicht zu sagen Vergewalligung 
des Ansalzes als schwingungsfähige Systeme 
von einem Freiheitsgrad angesehen werden 
können. Dabei beschränkt sich die malhema 
tische Durchführung der Aufgaben ausschließ 
lich auf den Fall der Schwingungsgleichung 
mit konstanten Koeffizienten, abgesehen elwa 
von einer flüchtigen Behandlung des Ein 
flusses von Reibung« (statt Dämpfung 

Viele technische Angaben und mancherlei Zah 
lenmalerial wird man der fleißigen Zusammen 
stellung entnehmen können \lises. 1938 


FRANCOIS BOUNY, Ingenieur Doyen de 
la Facult@ technique du lHainaut. Lecons 
de M&ecanique Rationelle. Tome Premier: 


Galcul vecltoriel Cinematique Statique 

Potentiel avec 284 exercices et leurs solulions 
VIIT--6008S. — Tome Deuxieme: Dynamique 
du Point - Dynamique des syslemes avcc 


I64 exercices et leurs solutions. VIIL-- 659 S 
Verlag Blanchard (Paris), L.eeich (Mons) 1924 
1. 1929, | | 

Dieses umfangreiche Lehrbuch enthält nach 
den Angaben des Verfassers mil geringen Er 
vänzungen die Vorlesungen über rationelle Me- 
chanik, die in der Ecole des mines in Hainaut. 
also nach unserer Bezeichnung etwa an einer 
Bergbau-llochschule, gehalten wurden. Sie 
sehen zweifellos in vieler Richtung weit über 
das hinaus, was an deutschen Technischen 
Hlochschulen gelehrt zu werden pflegt. Die 
alte Iranzösische Tradition in der rationellen 
Mechanik kommt hier zur Geltung in ihren 
Vorzügen und in ihren Nachleilen. Der Lehr 
gang beschäftigt sich fast ausschließlich mil 
der Mechanik von Punkten und Punktsystemen, 
die für den Techniker durchaus abstrakte Ge 
bilde darstellen; er liefert aber in der Durch 
führung der analylischen Melhoden ein ausge 
zeichnetes Ililfsmittel zur Ausbildung der Stu 
dierenden in der malhematischen Behandlungs- 
weise physikalischer Probleme. 

Von der besonderen Darstellungsform des 
Verfassers ist zu sagen, daß er sich in höhe 
rem Maße als es sonst ın Frankreich üblich 
ist, der vektoriellen Auffassung nähert Als 
etwas Originelles mag man are Behandlung der 
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_ 


virtuellen Verrückungen unter konsequenter Be- 
rücksichtigurg von Zeit-Varialionen ansehen, 
durch die eine einheitliche und leicht verständ 
liche Erledigung der Systeıne mit zeitlabhän- 
sigen Bedingungen ermöglicht wird. Das Buch 
reicht in seinem zweiten Bande bis zur Be- 
sprechung der Appellschen Gleichungen für 
nicht-holonome Systeme. Eine größere Anzahl 
von Uebungsaufgaben mit Lösungen dient den 
l.ernenden in erwünschter Weise 

Mıses 18 


PHILIPP FORCHHEIMER, Hydraulik. 
Dritte Auflage Mit 393 Textfiguren. Verlag 
B. G. Teubner, L.eipzig u. Berlin 1950. X 3968 
’reis geb. 36 M. 

Der Verfasser hat Gelesenheit genommen, für 
die neue Auflage sein bekanntes Lehrbuch der 
Ilydraulik in fast allen Teilen neu zu bear 
beiten und die Ergebnisse der in den letzten 
Jahren veröffentlichten Untersuchungen darin 
aufzunehmen Wenn man auch, wie in den 
[rüheren Ausgaben, etwas mehr an wissen 
schaftlicher Systemalik und etwas mehr an 
kritischer Sichtung des Stoffes wünschen 
würde, so bleibt dem Verfasser doch das Ver 
dienst unbenommen, die vollständigste und 
beste Zusammenfassung unseres bisherigen eim- 
pirischen Wissens in der Hydraulik geschaffen 
zu haben. Kein anderes Buch, auch der aus 
ländischen Literalur, kann in dieser Hinsicht 
dem Hlorchheimerschen Werk leicht zur Seite 
oestellt werden. 

l:s läßt sich hier in Kürze auch nicht an 
dleulungsweise wmilleilen, in welchen Punkten 
die neue Auflage Ergänzungen erfahren hal 
l:s scheint, daß die Kapitel über den Wider 
stand und die Geschwindigkeilsverteilung im 
Rohren und Gerinnen besonders gründlich 
durchgearbeilet wurden. In dem Abschnitt 
über Grundwasserströmung sind die Arbeiten 
von Kozeny slark berücksichtigt; auch die 
Schwingungsuntersuchungen wurden ergänz! 
Jedenfalls hat der Verfasser der neuen Auf 
lave seines Werkes für die nächste Zeit die 
Stellung gesichert, die die früheren Auflagen 
bisher einnahmen. Mises. 138 


HANS RADEMACHER, Professor der Ma- 
thematik an der Universität Breslau, und 
OTTO TOEPLITZ, Professor der Mathematik 
an der Universität Bonn. Von Zahlen und 
Fıguren Proben malhemaätischen Denkens 
für Liebhaber der Mathematik. Mit 129 Text 
figuren. Verlag Springer, Berlin 1930. \I 

164 S. Preis geb. 9,60 M. 

Man merkt dem Buch beim Lesen an, mit 
welch außerordentl'cher Liebe und Sorgfalt die 
Verfasser daran x ..tet haben und möchte 
ihnen wünschen, der Erfolg, den sie an 
streben, mathemat’: nen Gedankengäangen in 
weiteren Kreisen des Publikums Eingang zu 
verschaffen, auch wirklich einträte Ob es 
[reilich diese »Liebhaber der Mallemalik«, 
von denen der Titel und das Vorwort sprechen, 
auch nur annähernd in so großer Zahl gibt 
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wie etwa die Liebhaber der Musik, wird man 
ımit Recht bezweifeln müssen. Man wird ge- 
wiß Viele finden, die Verständnis für die Er- 
gebnisse mathemalischer oder exakt-wissen- 
schaftlicher Forschung im allgemeinen besitzen ; 
aber auch diesen ist zumeist das »malhema- 


tische Denken« fremd und kaum ein Gegen- 
stand der Liebe. 


Es mag jedoch zutreffen, daB manche 
von denen, die sich berufsmäßig mathe- 
malisch-exaktem Denken nicht ganz entzie- 
hen können, ihre Freude daran haben wer- 
den, zu sehen, welch schöne, ästhetisch be- 
friedigende Form diese Denkweise annehmen 
kann, wenn man sie aus dem Dienst der Be- 
rufsarbeit heraushebt. Die Verfasser haben 
es in ausgezeichneler Weise verstanden, etwa 
zwei Dutzend reizvolle und charakteristische 
Beispiele auszuwählen, in denen man ohne 
weitläufige Vorbereitungen zu abgeschlossenen 
hübschen Resultaten gelangt. Sie handeln von 
Primzahlen und Kurvennetzen, vom Vier- 
[arbenproblem, regelmäßigen Polyedern, von 
Gelenkmechanismen, periodischen Dezimalbrü- 
chen, Lineal und Zirkel, von einer besonderen 
Kigenschaft, die der Zahl 30 zukommt, usf. 
keinerlei Vorkenntnisse außer den Elementen 
der Schulmathematik sind für das Lesen des 
Buches erforderlich. Erforderlich ist nur Hin- 
sabe an den abstrakten, starke Konzentration 
heischenden Gedankengang und Freude an dem 
schönen Spiel mit Zahlen und Figuren, zu 
dem die Verfasser einladen. Mises. 138 


Dipl.-Ing. ERNST PRABTORIUS, Berlin. 
Wärmewirtschaft im Kesselhaus. Mit 
I51 Abb. Wärmelehre und Wärmewirtschaft in 
linzeldarstellungen. Bd. VIII. Verlag Theodor 
Steinkopff, Dresden und Leipzig 1930. XXVII 
"-4288S. Preis geh. 30M, geb. 31,50 M. 

Während man vor dem Krieg dem 
Dampfkessel wenig Beachtung schenkte und 
ihn lediglich als Dampflieferer behandelte, 
ist nach dem Krieg hierin erfreulicherweise 
ein völliger Umschwung eingetreten. Er wurde 
einerseits durch die Kohlenknappheit hervor- 
serufen, andererseits bedingt durch die Einfüh- 
rung der Kohlenstaubfeuerung und des Hoch- 
druckdampfbetriebes. Die vorhandenen zum Teil 
sehr guten Bücher über Dampfkessel behan- 
deln größtenteils nur die Berechnung und Kon- 
struktion des Dampfkessels. Im Gegensatz da- 
zu wird hier das größte Gewicht auf die Wirt- 
schaftlichkeit des Dampfkesselbetriebes gelegt 
und die dazu führenden Maßnahmen und Er- 

!ordernisse werden eingehend behandelt. Nach 

den wärmetechnischen Grundlagen werden die 

Feuerungen und die Dampfkessel in Wirkung 

und Aufbau besprochen. Das zweite Kapitel 

enthält eine gründliche und sehr gute Darstel- 
lung der Wärmewärtschaft bedingt durch Ueber- 
hitzung des Dampfes, Kesseldruck, Speisewas- 
ser- und Luftvorwärmung und Wärmespeiche- 
rung. Auch die Betriebskontrolle, Betriebsüber- 
wachung und Betriebsführung finden eine aus- 
führliche Darstellung. Das Buch kann daher 
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allen Kesselbesitzern, Wärmeingenieuren und 
\Maschinenbaustudierenden bestens empfohlen 
werden. 


München. W. Nusselt. 118 


Dr.-Ing. ehr., Dr. H. ZIMMERMANN, Wirkl. 
(Geh. Oberbaurat. Mitglied der Preußischen 
Akademie der Wissenschaften. Inhaber der 
(Grashof-Denkmünze. Lehre vom Knicken 
auf neuer Grundlage. Mit 20 Bildern im 
Text. Verlag Wilhelm Ernst & Sohn, Berlin 
1930. VI 91S. Preis 12,50 M geb. 


Der um die Fortschritte der Statik vielfach 
verdiente, greise Verfasser gibt hier eine Zu- 
sammenfassung seiner größtenteils bereits früher 
veröffentlichten Beiträge zur Theorie der 
Knickung eines an den Enden gelagerten zylin- 
drischen Stabes. Der Gedankengang, den er 
durchweg einschlägt, ist der, von einem Be- 
lastungsfall auszugehen, der vom Standpunkt 
der Analysis gesehen ein nicht-homogenes 
Randwert-Problem darstellt; z. B. dadurch, daß 
neben der Drucklast eine Querkraft auf den 
Stab wirkt oder daß die Stabachse im un- 
belasteten Zustand eine kleine gegebene Aus- 
biegung besitzt usf. Da dabei stets gleichförmi- 
ger Querschnitt, also eine Gleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten vorausgesetzt ist, lassen 
sich alle Rechnungen ohne weiteres durch- 
führen und man gelangt so zu einem anschau- 
lichen, das Verständnis des Knickvorganges 
fördernden Ergebnis. Mises. 146 


EDMUND LANDAU, Professor an der Uni- 
versität Göttingen. Grundlagen der Ana- 
Iysis. Ergänzung zu den Lehrbüchern der 
Dilferential- und Integralrechnung. Akademische 
Verlagsges., Leipzig 1950. XIV -- 1348. 

In dem Buche, das der Verfasser, wie er 
im Vorwort bemerkt, für seine Chemie studie- 
renden Töchter geschrieben hat, werden die 
allerersten Grundlagen der Analysis behandelt, 
nicht viel mehr als die vier Grundoperationen 
des Rechnens mit reellen und komplexen Zah- 
len. Vorkenntnisse werden nicht vorausgesetzt, 
selbst das kleine Einmaleins zu kennen, sei 
nicht nötig. Wer aber meint, daß hier ein 
leicht lesbares Buch vorliegt, wird arg ent- 
täuscht sein. Die äußerst scharfsinnigen, sehr 
knapp gehaltenen Schlußfolgerungen, die zur 
Begründung der elementaren Rechenregeln vor- 
geführt werden, erfordern ein hohes Maß von 
Aufmerksamkeit und Hingebung des Lesers 
an den überaus abstrakten Stoff. Ob wirklich 
alle Resultate so voraussetzungslos sind, wie 
der Verf. es wahr haben will, mag dahin- 
gestellt sein. Schon die einfache Fragestellung, 
die er als ein Hauptziel des Buches be- 
zeichnet, zu sagen »warum« a.b=b.a ist, 
ist gar nicht so selbstverständlich für einen 
Leser, der nur die einfachsten Wortverbindun- 
gen der deutschen Sprache kennen soll; in dem 
Wörtlein »warum« liegen vielleicht mehr 


Schwierigkeiten, als der ganze mathematische 
Mises. 146 


Formalismus zu lösen vermag. 
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Grundzüge der Getriebelehre. Auf An- 
regung des Ausschusses für wirtschaftliche 
Fertigung dargestellt von Dipl.-Ing. Dr. 
WILLY JAHR und Dipl.-Ing. PAUL KNECH- 
TEL, Bauräten an der Höheren Maschinen- 
bauschule der Stadt Leipzig. Erster Band 
Allgemeine Grundlagen — Schraubengetriebe 
Kurbelgetriebe. Mit rund 400 Abb. Verlag 
Dr. Max Jänecke, Leipzig 1950. XV-- 402 S 
Preis 19,20 M. 

Dem steigenden Interesse, das die Getriebe- 
lehre in den letzten Jahren allenthalben fin- 
det, hat der Ausschuß für wirtschaftliche Ferti- 
gung dadurch Rechnung getragen, daß er die 
Verfasser zur Veröffentlichung dieses Werkes 
anregte. Es werden hier unter Zugrundelesung 
der Reuleauxschen Begriffe einzelne Ge- 
triebe in anschaulichen Zeichnungen vorgeführt. 
in ihrer Wirkungsweise besprochen und nach 
zeichnerischen Methoden auf Geschwindigkeits- 
und Beschleunigungsverlauf untersucht. Von 
den besonderen Eigentümlichkeiten des Reu- 
leauxschen Originalwerkes, die man viel- 
fach als Eigenbröteleien bezeichnen durfte, 
hält sich das Buch, das unmittelbar der Praxis 
dienen will, vollständig fern. Von der sym- 
bolischen Bezeichnungsweise für die Getriebe 
wird in ‘angemessenem Umfang Gebrauch ge- 
macht. Mises. 146 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Prof. Dr.-Ing. KURT NEUMANN, Unter- 
suchungen an der Dieselmaschine. 
Der Spül- und Ladevorgang bei Zweilaktma- 
schinen. 


Dr.-Ing. OTTO KLÜSENER, Das Arbeits- 
verfahren raschlaufender Zweilakt- 
Vergasermaschinen. Mit 72 Abb. und 
12 Zahlentafeln. Forschungsarbeiten auf dem 
Gebiete des Ingenieurwesens. Heft 331. VDlI 
Verlag, Berlin 1930. 46 S. Preis 8,50 M. 

LOTHAR MITIS, FKinsteins Grundirr- 
tum. 2. ergänzte Auf!’age Verlag Otto Ilill- 
mann, Leipzig 1930. 168. Preis IM. 

Dr.-Ing. ERICH S$SEIDL, Berlin-Westend, 
Bruch- und Fließ-Formen der Tech- 
nischen Mechanik und ihre Anwendung 
auf Geologie und Bergbau. Bd. II. Scher-Form 
VDI-Verlas, Berlin 1930. VIIL--20 8. 

Literaturschau der Deutschen Versuchs- 


anstalt für Luftfahrt, E. V., Berlin-Adlershof. 
DVL. 1950, Blatt 529—511. 

Dr. jur. und Dr. rer. pol. OTTO WEIN- 
BERGER, Öberlandesgerichtsrat in Wien. 
Mathematische Volkswirtschafts- 
lehre. Eine Einführung. Mit 70 Figuren im 
Text. Verlag B. G. Teubner, Leipzig u. Berlin 
1930. XIV-- 2415. Preis geb. 18M. 

WILHELM H. WESTPHAL, a. 0. Professor 
der Physik an der Universität Berlin und Lei 
ter der physikalischen Uebungen an der Tech- 
nischen Hochschule Berlin. Physik. Ein 
Lehrbuch für Studierende an den Universitäten 
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und Technischen Hochschulen. Zweite Auflage. 
Mit 492 Abb. Verlag Springer, Berlin 1930 
XIV -- 5718. Preis 19.80 M 


Dr. TAKASHI INADA, Professor an der 
Kaiserl. Kyushu Universität Fukuoka, Japan 
Die Berechnung auf vier Seiten ge- 
stülzter rechteckiger Platten. Mit 14 
Textabbildungen. Verlag Springer, Berlin 1930 
17S. Preis 2M. 


HIROHIKO YOSHIDA, Professor am Tech- 
nical College in Fkui, Japan. Ueber das 
elastische Verhalten von Beton, mit 
besonderer Berücksichtigung der Querdehnung 
Mit 59 Textabbildungen. Verlag Springer, Ber- 
lin 1930. VI 114S. Preis 11M. 


Jahrbuch über die Fortschritte der Ma- 
thematik. Gegründet von Carl Ohrtmann 
und Felix Müller, fortgeführt von Emil Lampe, 
Arthur Korn, Leon Lichtenstein. Ilerausgege- 
ben von der Preußischen Akademie der Wis- 
senschaften. Schriftleiter Georg Feigl. Bd53, 
Jahrg. 1927. Sonderheft III. Analysis. Ver- 
lag Walter der Gruyter & Co., Berlin und Leip- 
zige 1930. S. 179--538. Preis 40.50M. 

Dr.-Ing. ERICH S$SEIDL, Berlin -Westend. 
Bruch- und Fließ-Formen der Tech- 
nischen Mechanik und ihre Anwendung 
auf Geologie und Bergbau. Bd.1IIl: Zerreiß- 
l’orm. VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin 1930. VIII 

8SSS. Preis IM. 

KEIICHI HAYASHI, Professor an der 
Kaiserlichen Kyushu-Universität, Japan. Ta- 
feln der Besselschen, Theta, Kugel- 
und anderer Funktionen. Mit H}4 Text- 
abb. Verlag Springer, Berlin 1930. V--125S. 
Preis 24M, geb. 26 M. 

KEIICHI HAYASHI, Professor an der 
Kaiserlichen Kyushu-Universilät, Japan. Fünf- 
stellige Funktionentafeln. Mit 17Abb 
Verlag Springer, Berlin 1930. VIIL-1- 1768. 
Preis 28M, geb. 30M. 

Dr. P. A. M. DIRAC, Fellow of St. John’s 


College, Cambridge. Die Prinzipien der 
QDuantenmechanik. Ins Deutsche über 


tragen von Dr. Werner Bloch, Berlin. Verlag 
S. Hirzel, Leipzig 1930. XI 27458. Preis geh. 
ISM. geb. 2DM. 

Professor HENRY SCHULTZ, The Univer- 
sity of Chicago. Der Sinn der statisli- 
schen Nachfragekurven. Veröffentli- 
chungen der Frankfurter Gesellschaft für Kon- 
junkturforschung, Heft 10. Verlag Schroeder, 
Bonn 19530. 9958. Preis brosch. 5,50M. 


Siebenstellige Werte der Trigono- 
metrischen Funktionen von Tausendstel 
zu Tausendstel des Grades. Bearbeitet im 
Auftrage der Optischen Anstalt C. P. Goerz 
Akt.-Ges. von Prof. Dr. J. PETERS, Obser- 
vator am Kegl. Astronomischen Rechen-Institut 
zu Berlin. Verlag der optischen Anstalt C. P. 
Goerz Akt.-Ges, In Kommission bei B. G. Teub 
ner, Leipzig. Preis kart. 18M, geb. 21M. 


Dr. GUSTAV ROSMANITH, Professor an 


der Deutschen Technik in Prag. Mathema- 
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mit Einschl. ihrer Anwendungen, Bd. 43. Ver- 
| cherung. Mit 11 Figuren im Text. Samml lag B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1930. 
mathem.-physik. Lehrbücher Nr.28. Verlag B. VI-1-528S. Preis geb. 28M. 
(1. Teubner, Leipzig und Berlin 1930. VI 1418. rn 
| -ü wi u a Be 12 Dr. HUGO DINGLER, Professor an der 
Universität München. Das System. Das phi- 
| H. L. RIETZ, Professor an der Universität losophisch-rationale Grundproblem und die 
| Jowa, U.S.A 1 andbuch der mathema exakte Methode der Philosophie. Verlag Ernst 
| tischen Stalistik. Deulsche Ausgabe. Mit Reinhardt, München 1930. 1335. Preis brosch. 
|} | einem Geleitwort von Prof. Dr. R. v. Mises 550 M. geb. 7.8S0M. 
2 Herausgegeben von Dr. Franz Baur. Verlag au Mr 
ß 6. Teubner | eipzig und Berlin 1930 V| Dr. GERHARD KOWALEWSKI, OÖ. VD, Pro- 
- oc nn u fessor »r reinen Mathematik aı r Tech- 
| 9858$. Preis veb. 16.60M. es der re lathematik an der Tech 


Dr. M. VAN HAAFTEN, 
Hollandsche Socieleil 
| en Wiskundig-Adviseur van den Pensioenraad 
1 der Nederlandsche Hervormde Keerk. Nota 
tie en Methode in de 


nischen Hochschule zu 

neue mathematische 
führung in die 
104 Abb. und 
Spielgeräts. 


Direeteur der 


Dresden. Alte und 
l,evensverzekeringen 


Spiele. Eine Ein- 
Unterhaltungsmathematik. Mit 
Anleitungen zur Herstellung des 
Verlag Teubner, Leipzig und Ber- 
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lin 1930. VI-- 1458. Preis geb. I0M. 
er a, ee rege Dr. GERHARD KOWALEWSKI, o. Pro- 
. Dagblad en Drukkerij »De Standaard«, 1930 ; = 
238. Preis 0,60 f. | lessor an der lechnischen Hochschule Dres- 
den. Integralgleichungen. Mit 11Fig. 
1 3 Dr.-Ing. KARL SUTTER, Untersuchun- (Göschens Lehrbücherei 1. Gruppe Bd. 18. Verlag 
1 gen über den Luftwiderstand. Ergeb- Walter de Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 
| | a hg erg 2 gg er In 1930. 302 S. Preis 16.50 M. 
wi e rlao R. Oldenbours. Münche ( 
| Berlin 1930. VII. 89 S. Preis geh. 6 ML. Pr Prof. Dr. F. AUERBACH und Prof. Dr. 
In Dr. FURUHEL VAREL Prokised n hi, HOREERER War PRySERAN- 
| Mg" Fate ie im ” a. 2: - schen und technischen Mechanik. 
I SIR. VOR UURIENGE VOERERERE Ilokkaido niversität Sapporo, Bd. II: Technische und physikalische Mechanik 
II Japan Rah mentafeln Mit 1506 Fextabb starrer Systeme. Zweiter Teil. Lieferung 2. Mit 
II Verlag Springer, Berlin 1930. VI 1175. 266 Abb. im Text. Verlag Joh. Ambr. Barth, 
| | | Preis 16M, geb. 17M, Leipzig 1930. XIV -I- S. 405-673. Preis 37,50 M. 
| | MORITZ VON ROHR, Zur Geschichte Bd. VII: Grenzgebiete der technischen und phy- 
der Zeißschen Werkstätte bis zum sikalischen Mechanik. Lieferung3. Mit 124 
I} l[ode Ernst Abbes. Mit Beiträsen von Max \bb. im Text. Verlag Barth, Leipzig 1950. 
| Fischer und August Köhler. Sonderdruck VII --5.491—814. Preis 45M. 
| aus den Forschungen zur Geschichte der Optik, A. SCHOENFLIES, weil. Professor an der 
Bad. 1 Bellagenhefte Bag RAtSChriNN iur Instru- Universität Frankfurt aM. Einführunsin 
II | mentenkunde Verlag pringer, Berlin. Selbst die analytische Geometrie der Ebene 
| | verlag Carl Zeiß, Jena 1930. VIIL-—- 1205 und des Raumes. Zweite Auflage bear- 
| Dr. G. SZEGÖ, Professor an der Universi- beitet und durch sechs Anhänge ergänzt von 
| tät in Königsberg i.Pr. Partielle Diffe- \M. Dehn. Professor an der Universität Frank- 
rentialgleiıchungen der mathemati- furt a.M. Mit 96 Textfiguren. Die Grundleh- 
u schen Physik Deutsche Bearbeitung des ren der Mathemalischen Wissenschaften in Ein- 
Werkes: A. G. Webster, Partial differential zeldarstellungen mii besonderer Berücksichti- 
Iqquations of malhemalical physies. Mit 98 Fig sung der Anwendungsgebiete. Bad.21. Verlag 
im Text. Teubner, Samml. v. Lehrbüchern a. Springer, Berlin 1951. X -—-414S. Preis 2>M, 
\ d. Gebiete d. Mathematischen Wissenschaften, seb. 26,60 M. 
| 
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Jubiläum der Technischen Hochschule 


Minkowski und Hilbert, der Physiker 
ww Zürich. Am 6 November beging die Eid- Einstein Jlehrten hier. In Zürich schuf 
I} genössische Technische Hochschule Zürich die Culmann das Lehrgebäude der graphischen 
| Feier ihres fünfundsiebzigjäahrigen Bestandes Statik und der graphischen Rechenmethoden, 
| Die Hochschule. das frühere Kidgenössische womit er nachhaltigen Einfluß auf die Ent- 
Polytechnikum«, hat einen großen Teil der wicklung der Ingenieur-Wissenschaften ausübte. 

bedeutendsten Ingenieure aller Länder, auch Hier in Zürich erhob Wilhelm Fiedler die 
Deutschlands und Oesterreichs, ausgebildet, hat Darstellende Geometrie zum Range einer Wis- 
sich stets dureh hervorragende Lehrkräfte senschaft, von Zürich gingen Gustav Zeuner 
| ausgezeichnet und für den Fortschritt der und Franz Reuleaux aus, die später in 
1 Technischen Wissenschaften die wertvollsten Deutschland mit großem Erfolge wirkten. In 
Beiträge geliefert. Große Namen auf allen Ge- Zürich entstand unter Tetmajrs Leitung die 
| bieten sind mit der Geschichte der Hochschule Organisation der technischen Materialprüfung, 
verknüpft: der Philosoph Th. Vischer, der die heute die ganze Welt umspannt. Bis in 

Architekt Gottfried Semper, die Mathematiker 


unsere Zeit besaß die 


Hochschule in Prägil 
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und Stodola wie in vielen anderen die 
besten Vertreter ihres Faches. Zu der Jubi- 
läumsfeier, die schweizerischer Sitte entspre- 
chend mit großer Schlichtheit gefeiert wird. 
wünschen auch wir der Hochschule weiteres 
Fortschreiten in den bisherigen Bahnen und 
glückliches Gedeihen. 132 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 

Am 25. Oktober fand in Berlin in einem Saal 
der Technischen Hochschule Charlottenburg 
unter dem Vorsitz von Prof. Prandtl-Göttin- 
gen die Hauptversammlung der Gesellschaft 
statt. Von einer besonderen wissenschaftlichen 
Tagung, wie sie in anderen Jahren abgehalten 
wird, war mit Rücksicht auf den Stockholmer 
Kongreß, an dem eine große Zahl der Mit- 
glieder sich beteiligt hatte, abgesehen worden 
Zunächst widmete der Vorsitzende Worte des 
Gedenkens den im Geschäftsjahre verstorbe- 
nen Mitgliedern: den Ilerren Regierungsbaurat 
I. Müller, Leiter der Versuchsanstalt der 
Reichsbahngesellschaft in Göttingen, Dr. M. 
Oertz, dem bekannten Yacht-Erbauer in Ilam- 
burg, und Geh. Hofrat Prof. Dr. M. Fricke, 
Mathematiker an der Technischen Ilochschule 
Braunschweig. Der Geschäftsführer, Prof. 
v. Mises erstattete den Geschäftsbericht. wo- 
nach die Mitgliederzahl am 1. Oktober 429 
betrug gegenüber 418 zum gleichen Zeitpunkt 
des Vorjahrs. Der Kassenbestand zu Abschluß 
des Geschäftsjahres belief sich auf 1288.70 M 
Die Vortragstäligkeit in den Ortsgruppen Berlin, 
Göttingen und Prag bewegte sich in den glei- 
chen Bahnen wie in den vergangenen Jahren. 
In den Sitzungen des Deutschen Verbandes 
wurde die Gesellschaft durch den Geschäfts- 
führer vertreten. Ueber die Fragen, die mit 
der Ausgestaltung und einer eventuellen Aus 
landsausgabe der Zeitschrift zusammenhängen. 
entspinnt sich eine längere Besprechung. Als 
Ort der nächsten Tagung wird Bad Elster 
gewählt, wo auch die beiden Physikalischen 
(iesellschaften und die Deulsche Mathematiker- 
Vereinigung ihre Jahresversammlung abhalten 
Der Jahresbeitrag bleibt unverändert. Aus 
dem Wissenschaftlichen Ausschuß scheiden sat- 
zungsgemäß aus: Turnusmäßig Prof. Föppl- 
München und Prof. Prange-Hannover, fer- 
ner durch das Los Prof. Körner-Prag. Neu 
sewählt wurden die Herren: Prof. Pöschl- 
Karlsruhe, Prof. Schwerin-Berlin und Prof. 
Trefftz-Dresden, zu Kassenprüfern die Her- 
ren: Prof. Betz-Göltingen und Dr. Eisner- 
Berlin. Die Versammlung berät schließlich 
eine vom Vorstand vorgeschlagene formelle 
Satzungsänderung, die zum Inhalt hat. daß in 
IHinkunft auch die Jahresbeiträge der korpo- 
rativen Mitglieder durch die Hauptversammlung 
frei bestimmt werden, während sie bisher 
satzungsgemäß gebunden waren. Da die Ver- 
sammlung nur von etwas weniger als !/, aller 
Mitglieder besucht war, muß die endgültige Be- 
schlußfassung über die Satzungsänderung, gesen 
die sich keinerlei Einwände erhoben, auf eine 
neu einzuberufende zweile Versammlung ver- 
tagt werden. 


An die Hauptversammlung schloß sich ein 
Vortrag von Prof. Reıißner-Charlottenburg 
Ueber Eigenspannungen«, der vollinhaltlich in 
einem der nächsten Hefte der Zeitschrift er- 
scheinen wird. 

Am 29. November fand in der Technischen 
Hochschule Charlottenburg eine zweite Mitglie- 
derversammlung statt, bei der die am 25. Ok- 
{ober beratene Saltzungsänderung endgültig an- 
senommen wurde. Daran schloß sich ein Vor- 
trag von Dr. P. Nemenyi »Ueber Grund- 
wasserströmung 


Ortsgruppe Berlin. 

Am 17. Dezember nahmen die Mitglieder der 
Berliner Ortsgruppe auf Einladung der »For- 
schungsgesellschaft für Bodenmechanik an 
einem Vortrag von Gehr. Prof. Dr. Hertwig 
über Dynamische Untersuchungen des Bau- 
srundes teil. 


Prager Mitglieder. 

Am 23. Oktober sprach Prof. Fritsche 
über »Die Tragfähigkeit von Stahlbalken bei 
Berücksichtigung der plastischen Verformung 

Am 20. November fand ein Vortrag von 
Prof. W. Müller über »Zähe Strudel- und 
Wirbelströmung« statt. 132 


Tagung für Getriebetechnik. Auf Veran- 
lassung des wissenschaftlichen Beirates des 
Vereins deutscher Ingenieure fand am 28. und 
29. April 1950 in Dresden eine geschlossene Ta- 
gung für Getriebetechnik statt, an der etwa 
50 Vertreter dieses Gebietes aus Wissenschaft 
und Industrie teilnahmen. Die vom Verein 
deutscher Ingenieure veranstalteten Getriebe- 
tagungen sollen das Zusammenarbeiten von 
Praxis und Wissenschaft fördern und insbeson- 
dere dazu beitragen, die Ergebnisse der wissen- 
schaftlichen Getriebelehre der Praxis zugäng- 
lich zu machen. Auf dem Gebiete der Kon- 
struktion der verschiedenartigen Verarbeilungs- 
maschinen, die man wegen der großen Zahl der 
bei ihnen benutzten Gelriebe als Getriebema- 
schinen bezeichnet, ist man immer mehr zu der 
Ueberzeugung gekommen, daß die alten empi- 
rischen Konstruktionsverfahren unzureichend 
sind und daß man wissenschaftliche Verfahren 
entwickeln und anwenden muß, um die heute 
in der Praxis an die Getriebe insbesondere hin- 
sichtlich der Genauigkeit und der hohen Lei- 
stung gestellten Anforderungen zu erfüllen 

Bei der letzten Getriebetagung sollten in 
erster Linie Rastgetriebe behandelt wer- 
den, also Getriebe, bei denen eine stelige Drel- 
bewegung in eine Bewegung umgeformt wird, 
die Ruheperioden aufweist. Ferner sollte an 
einer Reihe praktischer Anwendungsgebiete ge- 
zeigt werden, welcher Art die in der Praxis 
auftretenden getriebetechnischen Aufgaben sind 
und in welcher Weise sich diese Aufgaben 
mit den Mitteln der Getriebelehre behandeln 
lassen. 

Die folgende Uebersicht gibt die Titel der ge- 
haltenen Vorträge und die Namen der Dis- 
kussionsredner an: 
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632 Nachrichten 


I. Alt, Dresden: Kurvenlose Rastgetriebe — 
Aussprache: Rauh, Walther, Marx, R. 
Müller, Doerfel. 


N. Kutzbach, Dresden: Verzweigungsge- 
triebe - Aussprache: Marx, Doerfel, 
Alt 


k. Rauh, Aachen: Einfluß der Gliederab- 
messungen auf die Gestalt der Koppelkurven 
in der Viergelenkkette. — Aussprache: Alt, 
Beyer, Pröll. 
Jahr, Leipzig: Ueber das photographische 
\ufzeichnen von Koppelkurven 
1. A. Flocke, Dresden: Ueber die 
tion von Kurvenscheiben bei 
maschinen. 


\W, 


Konstruk- 
Verarbeitungs- 


li. Steffen, Dresden: Zur 
stellbarkeit, der 
Kurvengelriebe 


lrage der Ein- 
Montase und Justierung der 


RN. Doerfel, Brünn: Versuche mit 
selbsttätigen Nockenformer. 
Marx, Jahr, Alt, Rauh 

II. Liske, Dresden: Schaltgetriebe bei Kar- 
Ionnagenmaschinen Aussprache: Maul, 
Bendix, Grodzinski, 3ock, Arlt, 


einem 
Aussprache: 


Blaise, Knab, Marx, Alt, Rauh, 
Doerfel. 
P. Grodzinski,. Berlin: Vergleich von 


Schaltgetrieben - Aussprache: 3ock, 
Doerfel, Rauh, Alt. 
W. Arlt, Chemnitz: Uebersetzungsverhältnisse 
bei Umlaufräderwerken. 
Beyer, Zwickau: Die Bedeutung der Dreh- 
zahlvektorpläne für die Synthese der Kegel- 
und Reibradgetriebe und für 
der sphärischen 


R 
ı 


die Analyse 

Kurbelgetriebe. — Aus- 
sprache: Kutzbach, Federhofer. 

K. Federhofer, Graz: Zur Kinetik der Ge- 
triebe. \ussprache: Marx, Walther, 
Beyer. 

OÖ. Tolle, Leipzig: Die resultierenden Massen- 
kräfte eben bewegter Scheiben und 
- \ussprache 


Alt. Doerfel 


0). GCosmann, München: Zur Gelriebetechnik 
der Nähmaschinen. — Aussprache: Melle, 
Alt, Rauh, Walther 

II. Blaıse, Frankfurt a.M.: Zur Getriebe- 
technik der Schuhmaschinen. 

II. Alt, Dresden: Zur Gelriebetechnik der Ver- 
packungsmaschinen. 

k. A. Flocke, Dresden: Zur Gelriebetechnik 
der Dampfmaschinensteuerungen Aus- 
sprache: Marx, Alt, Doerfel, Hund- 
hausen 

N. Kutzbach. Dresden: 
schiebung Aussprache Reimann, 
Molly, Rauh, Doerfel. 

\. Bock, Dresden: Vergleich zweier stufenlos 
regelbarer mechanischer Geschwindigkeitsum- 
former Aussprache: Knab, Molly, 
jlaise, Kutzbach, Doerfel, Alt. 
Reimann, Grodzinski 


(retriebe 
"ederhofer, Beyer, 


Getriebe mit Kreis- 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


H. Alt, Dresden: Bericht über die Förderung 
der Getriebelehre seit der letzten 
tagung. — Aussprache: Bendix, 
Kutzbach, Walther, 


Getriebe- 
Knab, 
Rauh, Bock. 
Ein ausführlicher Bericht über die Getriebe- 
tagung 1930 ist in der Zeitschrift des Ver- 
eines deutscher Ingenieure 1930, Heft 42, 
Seite 1457 u. f. erschienen. Dort ist auch an- 
vseseben, welche der Vorträge veröffentlicht 
werden und wo die Veröffentlichung erfolgt. 


Dresden. H. Alt Ts 


Mathematisches Institut der Universität 
Jena. Am 27. und 28. Oktober d. Js. wurde 
in Jena das neue mathematische Institut er- 
öffnet, das von der Firma Zeiss der Universität 
gestiftet wurde und den Namen »Abbeanum« 
führen solle Das modern eingerichtete Ge- 
bäude umfaßt außer dem mathematischen Se- 
minar das Institut für angewandte Mathe- 
matik, das unter Leitung von Prof. M. Win- 
kelmann steht, und das Institut für wissen- 
schaftliche Mikrokospie und Optik unter Lei- 
tung von Prof. Jaensch. Anläßlich der Er- 
öffnung fand eine kleine Tagung statt, bei der 
u.a. Prof. Joos die Apparatur für die von 
der Firma Zeiß mit der größten Exaktheit 
durchgeführte Wiederholung des Michelson- 
schen Versuchs erklärte und Prof. Bauers- 
feld den neuen Stereo-Komparator der Firma 
Zeiss vorführte Die angewandte Mathematik 
war überdies durch einen Vortrags von Prof. 
v. Mises »Ueber ein Problem der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung« vertreten. 132 


Persönliches. Der Privatdozent an der 
Universität Göttingen, Hr. Dr. Friedrichs, 
ist zum Professor an der Techn. Hochschule in 
Braunschweig (Nachfolge von R. Fricke) er- 
nannt worden. 


Hr. Prof. Dr. J. Ratzersdorfer, Privat- 
dozent an der Techn. Hochschule Breslau, ist 
zum Prüfingenieur für Statik ernannt worden. 


Aus Anlaß der Fünfundsiebzigjahrfeier der 
Technischen Hochschule Zürich wurde Herrn 
Prof. Dr. L. Prandtl-Göttingen die Würde 
eines Doktors der Technischen Wissenschaften 
ehrenhalber verliehen. 

Mitte Dezember starb im 58. Lebensjahre in 
Berlin Herr Prof. Dr. E. Stübler, der an 
der Technischen Hochschule Charlottenburg 


Darstellende Geometrie, Finanz-Mathematik und 
Versicherungs-Mathematik lehrte. 


Herr Dr. Paul Lorenz vom Institut für 
Konjunkturforschung beim Statistischen Reichs- 
amt hat sich an der Technischen Hochschule 
Charlottenburg für »Mathematische Methoden 
der Statistik und Volkswirtschaftslehre« 


ha- 
bilitiert. 


(Redaktionsschluß 18. Dezember 1930.) 


Für die Schriftleitung verantwortlich: Professor Dr. von Mises, Berlin NW 87, Siegmundshof 9; 
für den Anzeigenteil: Peter Valerius, Berlin NW40, — VDI-Verlag G.m.b.H,, Berlin NW7. 
Druck von A.W.Schade G.m,b.H., Berlin N 65, 
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Neuerscheinung! 


Vollständige Zahlentafel und 
Diagramme für das spezifische 
Volumen des Wasserdampfes bei 
Drücken zwischen 1 und 270 at. 


Von Dr.iIng. H.Speyerer 
und Dipl.-Ing. G. Sauer 


(Mitteilung aus dem Physikalisch-Technischen 
Laboratorium der Betriebskontrolle Oppau der 
il. G. Farbenindustrie A. GO. 





DIN A4 quer, 8 Seiten. 
Broschiert 250 RM 
(für VDI-Mitglieder 2,25 RM) 


Eine Ergänzung zu dem in Nr.7/1930 der Zeit- 
schrift „Technische Mechanik und Thermo- 
dynamik“ erschienenen Aufsatz derselben Ver- 
fasser „Das spezifische Volumen des Wasser- 
dampfes bei Drücken zwischen 1 und 270 at.“ 


Aber auch ohne den -Aufsatz stellt diese Ver- 


öffentlichung ein wertvolles Hilfsmittel für die 


praktische Arbeit dar. 
Durch fede Buchhandlung zu beziehen! 


VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin NW7 


A. Bezugsbedingung 
und kann durch de 

der Zeitsc läuft und erneuert sich 
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fertigen als Sonderheit 


Garl Schleicher & Schüll 
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Die „Zeitschrift für Aupemenate Mathematik und 
Mechanik“ erscheint j 
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Ausbleiben zu erfolgter Zahlungsaufforderung in der Zeitschrift durch Nachnahme eingezogen. 
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Britisch-Indien, China, Dänemark, Groß 


RM 13,50 
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Uebriges Ausland mit ermäß'gtem 


Drucksachenporto: Jährlich RM 91.20; für Mitglieder der 
nannten Vereine RM 28,20 einschl. Portokosten. 


Einzel s RM 6,—; für Meileder RM 5,40 zuzüglich 15 Ptg. Porto (Ausland 20 Pfg.). 
Erfüllungsort: Berlin, Gerichtsstand: Berlin-Mitte. 


| ZUR BEACHTUNG: 
Lieferungsstörungen werden am schnellsten beseitigt, wenn das Ausbleiben der Zeitschrift 
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Optische Instrumente 


Astronomische Fernrohre und Hilifsapparate | 
Aussichtsfernrohre / Autornoblischeinwerfer / 
Beleuchtungseinrichtungen f. Operationssäle / 
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Generalvertreier in allen Ländern. 


H.L. Rietz Handbuch 


der mathematischen Statistik 


Deutsche Ausgabe mit einem Oeleitwort von Dr. R. v. Mises, Prof. a. d. Univ. Berlin, 
herausgegeben von Dr. F. Baur, Frankfurt a. M. 1930. 7 Gebunden Reichsmark 16.60 


Mit Unterstützung des National Research Council hat eine Kommission, 
die die maßgebendsten amerikanischen Fachleute vereinigt, ein Handbuch 
der ai ischen Statistik herausg« Es dient in erster Linie den 
Praktikern der mathematischen Statistik und enthält ohne weitläufige mathe- 
matische Ableitungen die Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung sowie 
die numerischen und s er statistischen Methoden, wie sie in. der Praxis 

braucht werden. f. Rietz hat seine Beiträge und die der anderen 


utoren in einem Rahmen geschickt vereinigt. 
Inhaltsübersicht. en ey ml Hilfsmittel. Von E. V. rg er 
H; L> Ric. il Interpolation ug oma ge on 
-M.L. 1m lung und Ollkung Von 

IV. ge Bann Quiche der Methode der 
Von ta Hunt on H.L. Rietz. VI. Ber-. 
nonliiche, Poissonsche und Leaissche Verte Voe HL Re Ve ä 

kurven. Von H.C. Carver. Vill. Einfache K. ar 
IX. Partielle und Mehrfach-Korrelation. Tramaı L ET oe 
on Crum. 
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